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Notion de clusters dans les graphes

Definitions
Rôles [Nadel, 1957]
Un graphe a une structure sociale s’il existe des motifs
caractéristiques dans les relations entre les acteurs.
Équivalence Régulière [White and Reitz, 1983]
Deux nœuds sont régulièrement équivalents s’ils
interagissent de la même manière avec les clusters du
graphe.
Graphe Image [White et al., 1976]
Représentation synthétique du graphe par sa structure
sociale sous-jacente.
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Exemples

Un graphe orienté

Graphe Image, régulièrement équivalent
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BlockModeling

Représentation des données sous forme matricielle
Blockmodeling : réorganiser l’ordre des lignes et des
colonnes pour faire apparaitre des blocs.

Exemple
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Méthode de BlockModeling

BlockModeling Déterministe
Breiger et al. [1975] : CONCOR, étude des corrélations
entre les lignes et les colonnes.
Batagelj et al. [1992] : Optimisation d’un critère mesurant
l’homogénéité des blocks. (matrices binaires)
Doreian et al. [2004] : Extension au cas de graphes
pondérés.
Wasserman and Faust [1994] : Proposition de critères de
"fit" du graphe image sur le graphe.
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Méthode de BlockModeling

Cas particulier, BlockModeling diagonal
Newman [2006] : Maximisation de Modularité
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Méthode de BlockModeling

Blockmodeling Stochastique
Nowicki and Snijders [2001] : Nombre fixe de clusters
Kemp and Tenenbaum [2006] : Modèle relationnel infini
Airoldi et al. [2008] : MMSB, un nœud peut jouer
plusieurs rôles de manière plus ou moins importante.

Méthode adaptée aux graphes temporels
Hopcroft et al. [2004] : Clustering hiérarchique
d’intervalles de temps
Palla et al. [2007] : Adaptation de Clique Percolation aux
graphes temporels
Xing et al. [2010] : dMMSB, MMSB pour graphes
dynamiques.
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MODL

Modèle graphes temporelles
G : multigraphe orienté
IG : la représentation synthétique du graphe

Graphe G Graphe Image IG
VS ensemble des nœuds source CS ensemble des clusters source
VT ensemble des nœuds cible CT ensemble des clusters cible
T variable temporelle I = {I1, I2, ..., IN} intervalles de temps
E(t ∈ T ) ensemble des arcs EIG(In) arcs inter-clusters

par intervalle de temps (triclusters)

Objectif, résoudre :

IG∗ = arg max
IG∈{IG}

P(IG)P(G|IG)
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MODL - Prior

Choix du prior
Spécification des paramètres de modélisation.
Prior Hiérarchique et uniforme à chaque niveau, pour être
non-informatif Jaynes [2003]
Prior dépendant des données
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MODL - Prior

Nombre de clusters
Le nombre de clusters source kS (resp. cible kT ) est
uniformément distribué entre 1 et nS (resp. nT ) :

p(kS) =
1
|VT |

; p(kT ) =
1
|VT |

; p(N) =
1
|E |
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MODL - Prior

Distribution des nœuds dans les clusters
Pour un nombre de clusters donné, toutes les répartitions
des nœuds sur les clusters sont équiprobables :

p({CS}|kS) =
1

B(|VS |, kS)
; p({CT}|kT ) =

1
B(|VT |, kT )
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MODL - Prior

Distribution des arcs sur les triclusters
Pour un graphe image composé de kS et kT clusters de
nœuds et N intervalles de temps, la distribution des arcs
sur les kSkT N triclusters est uniforme :

p(EIG(CS ,CT , I)|kS , kT ,N) =
1(

|E |+ kSkT N − 1
kSkT N − 1

)
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MODL - Prior

Distribution des degrés sur les nœuds d’un cluster
pour un cluster source ci = {vi , i = 1..|ci |} (resp. cluster
cible cj = {vj , j = 1..|cj |}), chaque distribution des arcs
sortant (resp. entrant) du cluster sur les nœuds du cluster
est équiprobable :

p(dout(vi)|dout(ci), {ci}) =
1(dout (ci )+|ci |−1
|ci |−1

)
p(d in(vj)|d in(cj), {cj}) =

1(d in(cj )+|cj |−1
|cj |−1

)
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MODL - Vraisemblance

Vraisemblance
Vraisemblance : manière la plus probable d’observer le
graphe initial connaissant les paramètres de son image.

P(G|IG) =

∏
ci∈CS
cj∈CT
In∈I

|e(ci , cj , In)|!

|e|!

∏
vi∈VS

dout(vi)!∏
ci∈CS

dout(ci)!

∏
vj∈VT

d in(vj)!∏
cj∈CT

d in(cj)!

1∏
In∈I

|In|!
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MODL - Critère

Le critère
Un Graphe Image sera optimal s’il minimise le critère suivant :

c(IG) = log |VS |+ log |VT |+ log(|E |) + log B(|VS |, kS) + log B(|VT |, kT )

+ log

(
|E |+ kSkT N − 1

kSkT N − 1

)

+
∑

ci∈CS

log

(
dout(ci) + |ci | − 1

|ci | − 1

)
+
∑

cj∈CT

log

(
d in(cj) + |cj | − 1
|cj | − 1

)

+ log |E |!−
∑

ci∈CS

∑
cj∈CT

∑
In∈I

log |e(ci , cj , In)|!

+
∑

ci∈CS

dout(ci)!−
∑

vi∈VS

dout(vi)!

+
∑

cj∈CT

d in(cj)!−
∑

vj∈VT

d in(vj)! +
∑
In∈I

|In|!
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MODL - Critère

Propriétés du critères
c(IG) est un log négatif de probabilité
log(P(IG)) : longueur de codage du graphe image
log(P(D|IG)) : longueur de description du graphe pour
une paramétrisation du graphe image donnée

Complexité
Spatiale : O(|E |)
Temporelle : O(|E |

√
|E | log(|E |))
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Experimentations sur données synthétiques

Les données
40 nœuds
nombre variable d’arcs avec un timestamp aléatoire entre
0 et 100 (précision 10−10)
arcs tracés suivant des motifs connus
30% des arcs sont réaffectés aléatoirement
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Experimentations sur données synthétiques

Graphe temporel
On génère un nombre variable d’arcs
Motifs trouvés à partir de 800 arcs environ
Pas de surapprentissage avec un grand nombre d’arcs
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Experimentations sur données synthétiques

Graphe stationnaire
Les timestamps sont mélangés aléatoirement pour chaque
arcs
Les clusters de nœuds sont trouvés
aucune discrétisation temporelle
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Experimentations sur données synthétiques

Graphe d’Erdos
Graphe aléatoire
Nombre variable d’arcs générés
aucun motif n’est trouvé
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Caractéristiques

Les données
Emprunts de vélos en libre service (Londres, 31/05/11 -
04/02/12)
Statistiques descriptives :

485 stations de départ
488 stations d’arrivée
heure de location (précision à la minute)
4, 8 millions d’emprunts

Results

Modèle le plus fin :
300 clusters source
298 clusters cible
5 intervalles de temps

70% d’information
20 clusters source
20 clusters cible
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Résultats

Clusters source
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Données réelles

Comment visualiser le résultat d’un triclustering?

Information mutuelle
Mesurer la dépendance de deux variables.
Définition :

MI(X ,Y ) =

nX∑
i=1

nY∑
j=1

mi(x , y)

où mi(x , y) est l’implication du couple (x , y) dans l’information mutuelle
entre X et Y :

mi(x , y) = p(x , y) log
(

p(x , y)
p(x)p(y)

)
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Données réelles

Information mutuelle entre clusters de stations
Soient CS = {cS} et CT = {cT} les ensembles de clusters
source et cible

Information mutuelle entre les clusters de stations cS et cT :

mi(cS , cT ) = p(cS , cT ) log
(

p(cS , cT )

p(cS)p(cT )

)
Interpretation :

mi(cS , cT ) > 0 : excès de trajets entre cS et cT (teintes de rouge
sur les cartes)
mi(cS , cT ) < 0 : déficit de trajets entre cS et cT (teintes de bleu sur
les cartes)
mi(cS , cT ) = 0 : nombre attendu ou nul de trajets entre cS et cT

(blanc sur les cartes)
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Information mutuelle entre clusters de stations

Vélos quittant les stations de la city.
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Données réelles

Information mutuelle entre biclusters et intervalles de
temps

CS = {cS} ensemble des 20 clusters source
CT = {cT} ensemble des 20 clusters cible
I = {In} ensemble des 5 intervalles de temps.

Information mutuelle entre le bicluster de stations (cS, cT )
et l’interval de temps In:

mi[(cS , cT ), In] = p(cS , cT , In) log
(

p(cS , cT , In)
p(cS , cT )p(In)

)
Interprétation :

mi[(cS , cT ), In] > 0 : excès de trafic entre cS et cT pendant la
période In (rouge sur les cartes)
mi[(cS , cT ), In] < 0 : déficit de trafic entre cS et cT pendant la
période In (bleu sur les cartes)
mi[(cS , cT ), In] = 0 : trafic normal ou nul entre les clusters à la
période de la journée (blanc sur les cartes)
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Information mutuelle entre biclusters et intervalles de
temps

Vélos empruntés à Hyde Park entre 7h et 9h30
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Information mutuelle entre biclusters et intervalles de
temps

Vélos empruntés à Hyde Park entre 9h30 et 15h30
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Conslusion

Bilan
Introduction d’une méthode fiable et robuste de
triclustering
Analyse de graphes temporels
Études de données synthétiques et réelles

Prochains travaux
Embarquer plusieurs dimensions temporelles (jour de la
semaine ou de l’année)
Proposer des outils de visualisations adaptés au clustering
de données volumineuses
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