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4B Qu'est-ce qu'un graphe? [T+
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* Incidence entre ||G|| arétes et |G| sommets
- Relation binaire (adjacence)

@ R=[[12},(23],(3.4].,[4.5),(5.1].
(1,6},12,71,13.81,14,91,{5.,10},
(6,8},17,91,(8,10},{9,6},{10,7}
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Qu'est-ce qu'un graphe? 4

e Incidence entre ||G|| arétes et |G| sommets

— Matrice symetrique de O et 1
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Qu'est-ce qu'un graphe? <‘§\'

e Incidence entre ||G|| arétes et |G| sommets

@ — Des arcs joignant des points (sur une surface)




*~ ‘ Qu'est-ce qu'un graphe? /‘\

e Incidence entre ||G|| arétes et |G| sommets
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- 1-complexe simplicial



Quelques approches @

« Approche algebrique

—Analyse spectrale

« Approche topologique

—Parcours

« Approche structurelle

—Qrientations
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Analyse spectrale @

» Definition d'une distance intrinseque a partir
d'une predistance D
- Adjacence,
- Distance dans le graphe,
- Distance de Czekanovski-Dice bissectéee,
- Laplacien,

D'=D-2\(J—1T)
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File Augment Femove Embed DualAngle Alge Orient Generate Userblenu Setings Help
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Graph Editor | |sd Embedding | |Use| Guide | Messages

Name-toto
Winimum degreed
Wasimum degree:14
Arbitrary map

Genus ofthe current map: 12
Eigemalues:71

0.011815 M2 P2%
0.011815 W2 P5%
0.011793 W1 P:7%
0.011184M2 P10%

Equal:30 MaxMul:2 Hull:0 Neg 0
11 simple eigemvalues (3,8,17,..)
Used 1ime:0.001 (G:0.695)

Graph Properties

m
g O o
" | & connected (' Planar
¢ 2Connected (" Wax. planar
g " Out. planar
el 55 £ Bipartite  seried

£ Regular & simple
]
= I~ Figria
™ Show grid
g Force G |Undo &
o _i_z.in

Inputfile: Sydney.1gf 2124 Output file: atgf 54

File Augment Femove Embed DualAngle Alge Orient Generate Userblenu Setings Help

ICemasesw

GraphEdior | | 3 Embedding | | User Guide | Hessages

Name-toto
Winimum degreed
Wasimum degree:14
Arbitrary map

Genus ofthe current map: 12
Eigemalues:71
0.011815 M2 P2%
0.011815 W2 P5%
0.011793 W1 P:7%
0.011184M2 P10%

Equal:30 MaxMul:2 Hull:0 Neg 0
11 simple eigemvalues (3,8,17,..)
Used 1ime:0.000 (G-0.040)

Graph Properties
w [z m: [147

& Gonnected  ( Planar
@ 2Connected Wax planar
9 ' out. planar
€ Bipartite [ Seried
~

Regular Simple

]

I Fitgrid
I~ Showgrid

Force G| Undo &

I© Faet [ Llabel T~ Color CROYE 2 vz 2z 2

Inputfile: Sydney 1gf2/24 Output file: pieie 1915

File Augmem Bemove

Embed DualfAngle Alge Orient Gererae UserWenu Sefings Help

ICemas

[ o=

I Fat [ Label

I~ Color CXOYE 2 [x vz Zz-z 2

Q011815 M2 P2%
0.011815 M2 P5%
0.011783 M1 P.7%
0011184 M2 P:10%

Equal:30 Maxhlul2 Mull0 Neg:0
11 simple cigenvalues (2,8,17,..)
Used1ime:0.001 (G:0.901)

Graph Properties

N [z m: [1ar

& Gonnected ¢ Planar

& 2Connected (* Max. planar
c c
C Bipartie

¢ Regular ¢ Simple

Out. planar

Serio!/

LentButon —
" ColThick

 Add

£ Del

% Move

~ o it Gric |
r Z.in | Z.out

Input file: Sydney 1t 2/24

Outputfile: a 1gf54

File Augmem Bemove

Embed DualfAngle Alge Orient Gererae UserWenu Sefings Help

ICeaas

e & v

I Fact 0 Label

Graph Editor | ‘GdEmbeddmg I

| UserGuide |

I~ Color

Equal30 MaxMul2 Null:1 Neg:22
6 simple cigervalues (1,4,15,..)
Used time:0.000 {G:0.035)

Graph Properties

N [z m: [1ar

+ Connected

& 2Connected ( Max. planar
»
»

Planar.

Out. planar
B

“

e
. Bipartite
o

Regular  Simple
Lonaen—
o | | [
o ,
et I~ Fitgria
I~ show grid

Hove

Force G| Undo G

Input file: Sydney 1t 2/24

Outputfile: pierie 1g 5




Distances

Czekanovski-Dice




Automorphismes

Caractérisation des automorphismes
(de Fraysseix, POM)

Automorphismes du graphe = Isometries
laissant les sommets globalement invariants

Aut(G)<w(m,, Py)®w(m,, P;)®--dw(m, ,, P, )

s—1»
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File Augment Remove Embed Dualfingle Algo Orent Generate UserMenu Setings Help File Augment Remove Embed Dualfingle Algo Orient Generate UserMenu Setings Help

[Czassess)x [Czassess)x

Grapn ooy || asEnteaarg | Syneve | usercuse | e

Grapn oy | | aaEnseaarg | Symove. | Usercuce | e

0.004034 M2 P1% E 0.003992 M1 P2% E
0.004024 M2 P2% 0.002944 M1 P-2%

0.003992 M1 P2%
0.002944 M1 P2% Equal 57 Maxklul:7 Null0 Neg:0
104 simple eigenvalues (2,4,5,..)
Exccuting

TopologicalGraphTe stPlanar
Executing Graph GDFS
Execuing Graphibicon

Probable Rotation (12) of order4
FOUND 8YM 2(1) Firt Opt=0
Used time:1.184 (G:2 525
FOUND SYM 1(2) Rl Opt=0

Equal:57 Maxhul 7 Null:0 Neg:0
104 simple eigenvalues (3,45, )
Executing
TopologicalGraph:TestPlanar
Executing Graph GDFS
Executing Graph bicon

Probable Rotation (12) of orders
FOUND SYM2(1) A1 Opt=0

Used time:1.194 {G:2.525) = FOUND SYM 1(2) Fi12 Ope=0
Graph Properties Graph Properties
n: [z w: [o10 N [z w: [or0
" Connected ¢ Planar o Connected ¢ Planar
& zConnecied (. Max. planar & 2Connosted ¢ Mox. planar
9 " Out. planar - " Out. planar
o Bipartite " Seriei/ o Bipartite " SerieJ/
£ Regular & Simple £ Regular & Simple
Left Button — @ Left Button — @
I~ Fitgrid ™ Fitgrid
I~ Showgrid I~ Showgrid
Foroe | Undo: : Foroe [ Undo &
fien | Fe r om F symlab Zn | zom] Nes o Loz i s £l |[Een]
Inputile: pieie.tgf 45 Output fl: pierre igi 5 Inputfile: piere tgf 45 Output fl: pierre 1g15
e DEE] DEE]
File Augment Bemowe Embed Dualfingle Algo Orient Generate Userfdenu Sefings Help File Augment Bemove Embed Dualfingle Algo Orient Generate Userfdenu Sefings Help
IEEEIEEEI IEEECIEEEI
Graph Edier | | @ Embedding ISymeme | User cuie | hessages GraphEdier | | @< Embedding ISymeme | User cuide | Hessages

Equal 57 Maxhul 6 Null 0 Neg:0
105 simple sigenvalues (3.45..)

Equal 57 Maxhul 6 Null-0 Neg:0
105 simple sigenvalues (3.45..)

0003944 M1 F-3% 0003944 M1 P3%,

I Feet I Label [ Color [Ewed Zl[rd 2] £ X0 Y6 2 [X=8 2v=5 2fz-5 3

Equal’57 Maxhlul:6 Null:0 Meg:0
105 simple eigenvalues (3.4,5,. )
Probable Rotation (12) of order4
FOUND $YM2(1) R:1 Opt=0

Used time:0 732 (G1 535) =l

Graph Properties

224 w: [610

z

o

Connested Planar

o}

~
2Connected  (~ Max. planar
€ Out planar
-

Bipartite Serie

. e 0

Regular & Simple

Lot e
e |7

Add

ol I Firgrid

e I showgria
Force G| Undo G
Zin

Inputfile: piere 1gf4/5 Output file: a1gf 54

[ Feet I Label T Color [Evz Sl[ed 2] £ X0 ¥YE 2 [X=1 v-z 2[z-3 3]

Equal 87 Maxhul:6 Null:0 Negy:0
105 simple eigenvalues (3,45, )
Probable Rotation (12) of order4
FOUND SYM2(1) R:1 Opt=0

Used time:0.732 {G:1 535) =l

Graph Properties

220 w: [610

Connected

z

o

Planar

o}

~

2Connected  (~ Max. planar
€ Out. planar
-

Bipartite Seried!

. e 0

Regular & Simple

Lot ten
o [ 71
-

™ Fitgrid

Del
. I showgria

Force 6| Undo ¢

Inputfile: pierre 1gf 4/5 Output file: agf 54




Eile Augment Pemove Embed DualAngle Algo Oriem Generate Useilenu Setings Help

Czrag«s |y

Graph Editor I | | | usercuice |

Messages

Flle Augment Femowe Embed Dualfngle Ak Orient Generate UserMenu Setiings Help

Czras|«s [

7l

Subdivision of a 3-Connected =
Minimum degree:2

Maximum degree 4

Acyolic: 1 sources. 1 sinks

Used time:0.001 (G:0.062)
Eigenvalues 80

0.010780 M2 P:2%

0.010780 W2 P%

0.010531 W1 P:7%

0.010323 M1 P:9%

[ ]
Equal21 MaxMul:8 Null:0 Neg:0
B 132 simple eigenvalues (3,45, )
#ClassesD -
u Graph Properties
=l N a1 w: [1a
[
®| & connected & Planar
m | & 2€onnected ¢ Max. planar
¢ 3Connected (" Out. planar
u | © Biparine " Seried
¢ Regular = Simple
W | Left Button —
" ColThick
m |[€ Aad I Fitgrid
# L I~ Showgrid
+ Move
- Undo FitGrid
c Zin | Z out

Inputfile: a.igf 1/54 Output file: a.igf 54

Inputfile: Sydney.tgf 2124 Output file: a.tgf 54

Graph Edito | I | | ] ueercuice | Messages
[ B
0.011815 M2 P:2%
o foonmsmzpan
m [ 0011783 WA PT%
0.011184M2 P:10%
L] =
Equal:30 Maxhul:2 Null:0 Neg:d
w [ 11 simple cigenvalues (3.8.17...)
#Classesd
Cpt Dim. 2 (2.121)
W | Class (1):20
Class (217
m | Clas= 320
Class (415
Used time:0.029 (G:0.083) =l
u Graph Properties
=N 2 M- 147
B o
"| & connected
w | & 2connected
(34 " Out. planar
u | £ Bipartite  seried
¢ Regular = Simple
¥ | ~Left Button —
" ColThick
 Add
» .
 Del ™ Fitgria
& Move ™ Showgrid
© Force G| Undo &
* L zw [oul
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Breadth-First Search <§\'
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n*""! en général (Nesetril, Poljak)

d"77F) ) hour les graphes d-degenérés

O(n) pour ...

* Les graphes de tree-width borné (Courcelle '90)

* Les graphes planaires (Eppstein '95)

» Les graphes de genre borné (Epstein '00)

» Les classes de graphes d'expansion borné (Nesetfil, POM '06)

'ty pour les classes nulle part denses (Nesetril, POM)




e « Partitionner les sommets par
distances a la racine mod |F|+1

@ « L'union des parts Zi mod |F|+1
iInduit un sous-graphe G; de tw borné
o , \
 Reésoudre le probleme pour chaque
< G;

| Graphes planaire
e Largeur d'arbre localement bornee
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Caractérisation & Algorithme
(de Fraysseix, POM, Rosenstiehl)

L/
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Caracterisation des coarbres critiques

(de Fraysseix, POM)
Si >9 sommets et connexe, alors arbre DFS = chaine et G = union d'un cycle
d'arétes critiques et de cordes 2 a 2 non-entrelacées.

- free — cotree — critical



Profondeur d'arbre td(G)

Hauteur minimum d'une forét
enracinée dont la fermeture
contient G.

= profondeur minimale d'un
DFS d'un graphe H qui
contient G

td(P,)=log,(n+1)



.A”o'




Tracé de visibilité
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(de Fraysseix, Rosenstiehl)
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Bipartis planaires et S
&

contacts de segments N7/

e
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e
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(de Fraysseix, POM, Pach)



Deux arbres <'§\

sur deux pages 5‘!’
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(de Fraysseix, POM, Pach)



Traceé de Fary et >
i

contacts de triangles
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de Fraysseix, Pach, Pollack

Schnyder

de Fraysseix, POM, Rosenstiehl

/



Orientations contraintes
et contacts

Caracterisation des systemes de contacts de

segments et/ou de triangles
(de Fraysseix, POM)




n*""! en général (Nesetril, Poljak)

d"7 ) ) hour les graphes d-degenérés

O(n) pour ...

» Les graphes de tree-width borné (Courcelle '90)

» Les graphes planaires (Eppstein '95)

» Les graphes de genre borné (Epstein '00)

» Les classes de graphes d'expansion borné (Nesetfil, POM '06)

n'**W pour les classes nulle part denses (Nesetril, POM)




Graphes d-degenéres @

Un graphe G est d-degenére si tout sous-graphe
de G contient un sommet de degré au plus d.

G est d-degenere
&
1 orientation acyclique de degreé entrant < d.



Graphes d-degenereés <§\'
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n*""! en général (Nesetril, Poljak)

d"77F) ) hour les graphes d-degenérés

O(n) pour ...

» Les graphes de tree-width borné (Courcelle '90)

» Les graphes planaires (Eppstein '95)

» Les graphes de genre borné (Epstein '00)

» Les classes de graphes d'expansion borné (Nesetfil, POM '06)

n'rol pour les classes nulle part denses (Nesetril, POM)







Deomposition de faible
profondeur d'arbre

1




Degré borné

Planaire

Classes de graphes

..
-
...
L

-

Genre borné

y

Mineur exclu

Tree-width
localement
borné

y

Mineur
localement
exclu

Mineur
topologique
exclu

!

Expansion
bornée

Nulle-part dense

=(Vp: %, (G)=GI"")

-

Expansion
localement
bornée

=N
$

Expansion bornée <(V p: sup Xp(G)<OO)
G

Presque large

l

Nulle part
dense
~ Quasi large




* Dualités restreintes d'homomorphismes

 Distance-coloration

 Comptage de motifs

» Test de proprietés du premier ordre
(Dvorak, Kral, Thomas)



Dualités
d'homomorphismes

* Pour tout G planaire :

/\ -G o G




Probleme (Van den Heuvel et
Naserasr) :

Existe-t-il une constante C
telle que pour tout p impair,
tout graphe planaire G peut
étre distance-p-colorié avec C
couleurs ?

Théoreme (Nesetril, POM) :

Pour toute classe d'expansion bornée € et pour tout p impair, il

existe un entier N(p) tel que tout graphe G de
distance-p-colorié avec N(p) couleurs.

C peut étre




Jaroslav Nesettil
Patrice Ossona de Mendez

Sparsity

Graphs, Structures, and Algorithms







P.I.G.A.L.E.

Public Implementation of a Graph Algorithm  SOURCEFORGE.NET®
Library and Editor

H. de Fraysseix E. Ossona de Mendez

Programmation (> 40000 lignes de code):
- C++, multiplateforme (Qt4 © Trolltech), licence GPL, accessible sur Sourceforge
- Structures originales optimisées,
- Librairie, application graphique, interface réseau.

Audience (> 11000 téléchargements, > 500 000 pages visitées):

— Chercheurs (représentation de graphes, expérimentation grace aux générateurs
de graphes aléatoires de Schaeffer & Bonichon, et aux macros).

- Industriels (vitrine).
Contenu dérivé de nos travaux théoriques (> 20 articles):

- algorithmes de planarite,
- recherche de configuration de Kuratowski,

- représentations de graphes (grille de taille linéaire, visibilité, contact de triangles,
contact de T, etc.),

- heuristique de détection des symétries d'un graphe,
- test de 3-connexite, algorithmes d'augmentation, etc.
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