Algebre de Hopf d'incidence des posets de partitions
semi-pointées

Bérénice Delcroix-Oger
Institut de Mathématiques de Toulouse

Séminaire de I'équipe CALIN, 15 Mars 2016

Bérénice Delcroix-Oger (IMT -Toulouse) AHI des posets de psp Séminaire CALIN 1/35



Sommaire

° Le poset des partitions et son algebre de Hopf d'incidence

Bérénice Delcroix-Oger (IMT -Toulouse) AHI des posets de psp



Sommaire

° Le poset des partitions et son algebre de Hopf d'incidence

e L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

Bérénice Delcroix-Oger (IMT -Toulouse) AHI des posets de psp



Sommaire

° Le poset des partitions et son algebre de Hopf d'incidence
e L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

e Arbres non ambigus et bigébres généralisées (Publicité)

Bérénice Delcroix-Oger (IMT -Toulouse) AHI des posets de psp



Le poset des partitions et son algébre de Hopf d’incidence

o Le poset des partitions et son algébre de Hopf d'incidence
@ Les posets de partitions
@ Algebre de Hopf d’incidence d'un poset
@ L’'algebre de Hopf de Faa di Bruno
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Le poset des partitions et son algébre de Hopf d’incidence

Quelques rapides rappels!

@ poset = partially ordered set
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Le poset des partitions et son algébre de Hopf d’incidence

Quelques rapides rappels!

@ poset = partially ordered set

{1H{2}{3}
P B
{13{2, 3} {2}{1, 3} {3}{1. 2}
~ | -
{1,2 3}
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Qu'est-ce qu'une partition ?
Définition

Une partition d'un ensemble | est un ensemble de parties non vides de |
deux a deux disjointes et qui recouvrent |.

Ensemble des partitions de {1,2, 3,4}

{1,2,3,4}
{1}{2,3,4}, {2}{1.3,4},{3}{1,2,4}, {4}{1,2,3}
{1,2}{3,4},{1,3}{2.4},{1,4}{2,3}
{1,23{3}{4}, {1,3}{2}{4}, {1, 4}{2}{3},
{2,3H13{4}, {2, 4H{1}{3}, {3, 4}{1 {2}
{12134}
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Le poset des partitions et son algebre de Hopf d’incidence Les posets de partitions

Un ordre partiel sur les partitions

Soit n, un entier naturel,

Définition

Le poset des partitions sur n éléments I, est le poset dont I'ensemble

sous-jacent est I'ensemble des partitions de n muni de I'ordre partiel
suivant : py < pp <= toute part de p1 est union de parts de p>

{1}{2}{3}

(U231 (132 ((1.2)43})

{1,2,3}
Figure: Le poset I3
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Le poset des partitions et son algebre de Hopf d’incidence Les posets de partitions

Poset des partitions [,

{1{2H{3H{4}

({1213H4) ({1 3H2H4Y) ({1H2.3H4)) ({1.4H2H3)) (124131 ] [{1H{2H3.4})

({1.2,3}{4}])({1,2.41{3} ({1, 23,4} [ {1, 3}{2, 4} ({1, 3, 412} ) ({1, 4}{2, 3} ]({1}{2. 3, 4})

{17 27 37 4}

Bérénice Delcroix-Oger (IMT -Toulouse) AHI des posets de psp Séminaire CALIN 7 /35



Le poset des partitions et son algébre de Hopf d’incidence BWAEETENC NS Yo e BTy tefe (SN Tele M) o To Rt

Construction de |'algebre de Hopf d’incidence associé a une
famille d'intervalles [Rota, 79; Schmitt, 87]

Considérons une famille P d'intervalles (posets bornés)
o close par intervalles (VP € P,x <y € P,[x,y] € P)
@ close par produit direct

Alors, le C-ev C(P) muni du produit direct de posets, (d'un antipode) et
du coproduit suivant :

A[P] = Z[Op,x] ® [x,1p]
x€EP

est une algébre de Hopf appelée algébre de Hopf d’incidence.
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Le poset des partitions et son algébre de Hopf d’incidence BWAEETENC NS Yo e BTy tefe (SN Tele M) o To Rt

Exemple (cf. [Schmitt,87])

P, la famille des produits directs de posets de partitions vérifie les
hypothéses requises. Le coproduit est alors donné par :

n, "My k no M\
NEE LTI S R
n! Pl (jt,---n)EN JL-eodn ,1;[1 i!

POV SN

A(Mn) = Mk ® Bpi(My,Ma,...).
k=1
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Le poset des partitions et son algebre de Hopf d’incidence L’algébre de Hopf de Faa di Bruno

L'algebre de Hopf d'incidence des posets de partitions : la
bigebre de Faa di Bruno [Joni, Rota, 1982]

Proposition (Rota, Joni, 79; Schmitt, 87)

L’algeébre de Hopf d’incidence des posets de partitions est isomorphe a la
structure d’algébre de Hopf sur I'algébre des polynémes en les variables
(ak)k>1 donnée par la composition de séries formelles de la forme

suivante : .

X
F= Z akﬂ,avecal =1.
k>1
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

e L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées
@ Les posets de partitions semi-pointées
@ L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées Les posets de partitions semi-pointées

Partitions semi-pointées

Définition

Une partition semi-pointée est une partition sur un ensemble de "pointable”
(o) et un ensemble de "non pointable” (s ) vérifiant :
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées Les posets de partitions semi-pointées

Partitions semi-pointées

Définition

Une partition semi-pointée est une partition sur un ensemble de "pointable”
(o) et un ensemble de "non pointable” (s ) vérifiant :

{e0e} — B (pointée en un pointable)

{e @} — M (pointée en un pointable) ou M (non pointée)

fee} -

B (non pointée)
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

Partitions semi-pointées

1,23 1,2, 3,4 1,2
- o 1
{i,2,3} {1,2,3,4} {1,2}
{1,2,3} {1,2,3,4} {1} {2}

{1,2,3} {1,2,3,4}

{1213 {1334
(12,3 {24){i.3)
{H2H3  (2.4) (1.3}
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées Les posets de partitions semi-pointées

Un ordre sur les partitions semi-pointées

Définition (BDO, 2015)

Le poset des partitions semi-pointées sur un ensemble de "pointable” de
taille ¢ et un ensemble de "non pointable” de taille p est I'ensemble des
partitions semi-pointées sur ces deux ensembles, muni de I'ordre partiel
suivant :

p1 < po <> toute part de p; est union de parts de p;
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées Les posets de partitions semi-pointées

Un ordre sur les partitions semi-pointées

Définition (BDO, 2015)

Le poset des partitions semi-pointées sur un ensemble de "pointable” de
taille ¢ et un ensemble de "non pointable” de taille p est I'ensemble des
partitions semi-pointées sur ces deux ensembles, muni de I'ordre partiel
suivant :

p1 < po <> toute part de p; est union de parts de p;

Et si
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées Les posets de partitions semi-pointées

Un ordre sur les partitions semi-pointées

Définition (BDO, 2015)

Le poset des partitions semi-pointées sur un ensemble de "pointable” de
taille ¢ et un ensemble de "non pointable” de taille p est I'ensemble des
partitions semi-pointées sur ces deux ensembles, muni de I'ordre partiel

suivant :

p1 < po <> toute part de p; est union de parts de p;

Et si une part de p; est pointée en un élément x seulement si
I'élément x était pointé dans une part de p».
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées Les posets de partitions semi-pointées

Poset des partitions semi-pointées [13 = 13

{1H{2}{3}

({({23)  ((L3Hey]) ((L233Y)

{1,2,3}
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées Les posets de partitions semi-pointées

Poset des partitions semi-pointées [13 ;

{1H{2}{3}

({132 (3] (s (2 (2]

(23] ({1.23})
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées Les posets de partitions semi-pointées

Poset des partitions semi-pointées [153

(L) () (des] (Wesy) (waey) (d2)]

({i.2.3)
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées Les posets de partitions semi-pointées

Poset des partitions semi-pointées [15 3

(e (3] (W] (Wesy) (e (23]

(d23] (1123
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

Considérons la famille P des produits directs d'intervalles maximaux dans

- . , 1 0
les posets de partitions pointés, 7, , et 7, .

Proposition (BDO, 2015)

Soit p € mp .

[mp i ) ~ 77}, ot j (resp. 1) est le nombre de parts (resp. de parts
pointées) de p.

[pi Thn,p| ~ H7r,1,j7pj X ngj’.pj avec un fac.teur pour chaque part de p a n;
éléments et p; éléments pointés (et le pointage correspondant).

— Famille héréditaire (close par intervalles et par produit direct)
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

Poset des partitions semi-pointées [153

(L) () (des] (Wesy) (waey) (d2)]

({i.2.3)
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

Calcul du coproduit

A[P] = 3" (07, x] © [x, 1]
xeP

A(msp) = Z Z Z Z Cn pﬂj o ® H Tni,pi

J=1m,...nj>1, p,.. ,PJ>0 o1,...,0;€{0;1}

Z n; ”Z _, Pi= 0i<pj,

OSEJ,-ZI 0;<j—1+o0

ou ¢y, est le nombre de partitions a j parts, de taille ny, ..., nj, avec
p1,- .., p; éléments dans chaque part pointée de 7, , and dont la ieme
part pointée si o; = 1, non pointée sinon.
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

Théoreme
Le coproduit est donné par :

77/3+/,k . p+q p / +kj ki
M=o )= 2 aip— oy ZH Tk — 1)1

p+q=>1 a (Ii,ki) i=
p+q .0
H Tli+ki ki (1)
;! 7
i=p+1
ol la deuxieme somme court sur I'ensemble des (I, . . Ip+q) et

(Ki, .., kpiq) Vérifiant hy ... Iy >0, Ipi1, .oy lprg > 1, 05T [ =1,
Kiyoooskp > 1, kpity oo s kpig >0 etzf’jfk,_k.
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L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées
|dentification de cette algebre de Hopf

Proposition

L'algebre de Hopf d’incidence des posets de partitions semi-pointées est
isomorphe 3 la structure d’'algébre de Hopf sur I'algebre des polynémes en
les variables (ai’,)kJZl,ge{O’l} donnée par la composition de paires de
séries formelles (F, G) de la forme suivante :

_ 0 xk yl
F=31k>02 %17

_ 1 x
G =20 /ak,lﬂ%,

x

0 _0o 0 — 1 _
avecap; =0, ajg=1eta;; =1
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

Applications : Caracteres sur une algebre de Hopf
d'incidence

Caractére : H — Q morphisme Q-linéaire.

Définition J

Etant donnés deux caracteres ¢ et 1, la convolution de ¢ et v est définie
pour tout P par:

¢ x(P) = d(Pa))v(Pu)),

ol A(P) = 3" P1) ® Ppy. L'unité pour cette loi est la counité de I'algebre
de Hopf d'incidence.

Avec l'identification de la page précédente, un caractére sur |'algebre de
Hopf d'incidence des partitions semi-pointées est alors un couple de séries
formelles en deux variables et * est la composition de ces séries.
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L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées
Applications : Nombre de Mébius des posets

Définition
On définit récursivement sur les intervalles fermés d’un poset P la fonction
de Mébius p par :

p(x,x) =1, Vx e P

u(x,y) = Z,uxz Vx <ye€P.

x<z<y

Pour un poset borné P, le nombre de Mébius est défini par ju(P) := (0, 1)

v

{1H{2}{3}
P N
{12, 3t {2M{1, 3t {3}{1 2}
~ |
{1, 2,3}
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L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées
Applications : Nombre de Mébius des posets

Définition
On définit récursivement sur les intervalles fermés d’un poset P la fonction
de Mébius p par :

p(x,x) =1, Vx e P

u(x,y) = Z,uxz Vx <ye€P.

x<z<y

Pour un poset borné P, le nombre de Mébius est défini par ju(P) := (0, 1)

v

{1H{2}{3}
P N
{12, 3t {2M{1, 3t {3}{1 2}
~ |
{1, 2,3}
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L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées
Applications : Nombre de Mébius des posets

Définition
On définit récursivement sur les intervalles fermés d’un poset P la fonction
de Mébius p par :

p(x,x) =1, Vx e P

u(x,y) = Z,uxz Vx <ye€P.

x<z<y

Pour un poset borné P, le nombre de Mébius est défini par ju(P) := (0, 1)

v

{1H{2}{3}

P N
{123} {21, 3} {341 2}
~ |
1{1,2 3}
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L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées
Applications : Nombre de Mébius des posets

Définition
On définit récursivement sur les intervalles fermés d’un poset P la fonction
de Mébius p par :

p(x,x) =1, Vx e P

u(x,y) = Z,uxz Vx <ye€P.

x<z<y

Pour un poset borné P, le nombre de Mébius est défini par ju(P) := (0, 1)

v

{1H{2}{3}
i B
“1{1}2, 3)-1{2}{1, 3}—1{3}{1, 2}
~ | -
1{1,2 3}
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L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées
Applications : Nombre de Mébius des posets

Définition
On définit récursivement sur les intervalles fermés d’un poset P la fonction
de Mébius p par :

p(x,x) =1, Vx e P

u(x,y) = Z,uxz Vx <ye€P.

x<z<y

Pour un poset borné P, le nombre de Mébius est défini par ju(P) := (0, 1)

v

2{1}{2}{3}
i B
“1{1}2, 3)-1{2}{1, 3}—1{3}{1, 2}
~ | -
1{1,2 3}
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L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées
Applications : Nombre de Mébius des posets

Définition
On définit récursivement sur les intervalles fermés d’un poset P la fonction
de Mébius p par :

p(x,x) =1, Vx e P

u(x,y) = Z,uxz Vx <ye€P.

x<z<y

Pour un poset borné P, le nombre de Mébius est défini par ju(P) := (0, 1)

v

Nombre de Mobius — 2{1}{2}{3}
P
—1{1}{2, 3}—1{2}{1, 3}-1{3}{1, 2}
~ |
1{1,2 3}
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

Application : Calcul des nombres de Mdbius

Les caracteres ( et p sont définis sur tout poset P de I'algébre par :
C:P—1

et
p: P p(P),

ou pu(P) est le nombre de Mdbius du poset P.

Ces caractéres sont inverses |'un de I'autre. D’aprés le calcul du coproduit,
les nombres de Mobius des intervalles ﬂg,p et 7r,1,,p sont respectivement les
coefficients des séries A et B, satisfaisant :

(e —1)e? = x
BeA+B _
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L'algebre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées L'algébre de Hopf d'incidence des partitions semi-pointées

Application : Calcul des nombres de Mdbius

Corollaire

Pour un ensemble de "pointable” de taille ¢ et de "non-pointable” de taille
p, Le nombres de Mébius de 7r,1,7 p €st donné par :

(£+p—1)!

(=)= (1)

(0+p)t
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Arbres non ambigus et bigébres généralisées (Publicité)

© Arbres non ambigus et bigebres généralisées (Publicité)
o NAT
@ Bigebres généralisées
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Arbres non ambigus et bigébres généralisées (Publicité) NAT

Généralisation des arbres non ambigus

Travail en collaboration avec J.-C. Aval, A. Boussicault, F. Hivert et P.

Labord-Zubieta.
Définition

Arbres non ambigus = arbres binaires représentées dans une grille de

maniére "compacte” mais non ambigus >{

1211109 8 7 6 5 4 3 2 1

(11’1?) 11

10 11 10 o
2" 10 7 .
6 99 4 7
17 s 53 ;
4 68 7 1 :
3 5\ 2
) 1

*—e

[ L.

V.
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Arbres non ambigus et bigébres généralisées (Publicité)

@ Enumération des NAT <« Enumération des permutations dont les
excédences sont au début
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Arbres non ambigus et bigébres généralisées (Publicité)

@ Enumération des NAT <« Enumération des permutations dont les
excédences sont au début

;ﬁ(a,ﬁ) — eaxeﬁyefaIn(1f(exfl)(ey71))ef[3In(lf(exfl)(eyfl)). (2)
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Arbres non ambigus et bigébres généralisées (Publicité) FNAYE

@ Enumération des NAT <« Enumération des permutations dont les
excédences sont au début

;ﬁ(a,ﬁ) — eaxeﬂyefoz |n(1f(exfl)(ey71))e75 In(lf(exfl)(eyfl))‘ (2)

NAT wp =" (p=1)!-(p— 1)) .S, o (w+1,p)S25(h+1,p) (3)

p=1
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Arbres non ambigus et bigébres généralisées (Publicité) FNAYE

@ Enumération des NAT <« Enumération des permutations dont les
excédences sont au début

;ﬁ(a,ﬁ) — eaxeﬂyefoz |n(1f(exfl)(ey71))e75 In(lf(exfl)(eyfl))‘ (2)

NAT wp =" (p=1)!-(p— 1)) .S, o (w+1,p)S25(h+1,p) (3)

p=1
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Arbres non ambigus et bigébres généralisées (Publicité) FNAYE

@ Enumération des NAT > Enumération des permutations dont les
excédences sont au début

@ g-analogue de la formule des équerres
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Arbres non ambigus et bigébres généralisées (Publicité) NAT

@ Enumération des NAT > Enumération des permutations dont les
excédences sont au début

@ g-analogue de la formule des équerres
inversions = |i < j <= n:o(i) > o(j)

indice majeur = nombres de descentes de o L.
S(o(T)) _S(or(T
ws(T) := qL( 1( ))qR( R(T)). (4)

Z WInv( T) = Z WiMaj( T)

TENAT(B) TENAT(B)
V(B! IVR(B)lan!
[T EWla- II [ErU)4

U:left child U:right child
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Arbres non ambigus et bigébres généralisées (Publicité) FNAYE

@ Enumération des NAT <> Enumération des permutations dont les
excédences sont au début

@ g-analogue de la formule des équerres

@ Généralisation en dimension supérieure
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Arbres non ambigus et bigébres généralisées (Publicité)

@ Enumération des NAT <+ Enumération des permutations dont les
excédences sont au début

@ g-analogue de la formule des équerres

@ Généralisation en dimension supérieure
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@ Enumération des NAT <+ Enumération des permutations dont les
excédences sont au début

@ g-analogue de la formule des équerres

@ Généralisation en dimension supérieure

~ Poster a FPSAC 2016 }
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Théoreme de structure pour certains types de bigebres
généralisées

Définition
Une bigébre généralisée est un espace vectoriel muni d'un produit (encodé

par une opérade) et d'un coproduit (encodé par une coopérade)
satisfaisant chacun des relations et des relations de compatibilité.

Exemples
@ Algebre de Hopf commutative cocommutative

@ Bigebre associative et coassociative (concaténation et
déconcaténation sur les mots) Relation de compatibilité :

| AN
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Théoreme (Loday)

Sous certaines hypotheses, une bigebre généralisée est libre et colibre sur
ses primitifs ({x|A(x) =1®x+x®1})
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Théoreme (Loday)

Sous certaines hypotheses, une bigebre généralisée est libre et colibre sur
ses primitifs ({x|A(x) =1 x+x® 1})

Ici
@ Extension des conditions
e Cas dual

@ Application : Liberté de certaines algebres
Prelie :

| A X
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Théoreme (Loday)

Sous certaines hypotheses, une bigebre généralisée est libre et colibre sur
ses primitifs ({x|A(x) =1 x+x® 1})

Ici
@ Extension des conditions
e Cas dual

@ Application : Liberté de certaines algebres
Prelie :

| A X

~ Exposé le 7 avril 2016 au LAGA J
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Merci de votre attention !
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