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» Un vieux probleme

» Motivation originelle
» La route probabiliste
» Les prémisse d’une autre voie

» Compter les chemins avec des cribles

Qu’est ce qu’un crible ?!
Graphes finis
Graphes infinis : valeurs de SLE>
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Dénombrement des SAPs : premier essai

» La suite
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UN VIEUX PROBLEME
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UN VIEUX PROBLEME

Self-Avoiding Walk (SAW)

Self-Avoiding Polygon (SAP)

Chaines de polymeéres
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UN VIEUX PROBLEME

1
! 'y
LP Self-Avoiding Walk (SAW)
Hé 25 nm
SR Self-Avoiding Polygon (SAP)

Chaines de polymeéres

QUESTION (~1947)
Combien de SAPs de longueur { y a-t-il quand

{ — 007 L g5

« A widely open problem » Flajolet & Sedgewick



LA ROUTE PROBABILISTE
» Les SAWs et SAPs sont ‘partout’
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https://eta.impa.br/dl/PL009.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=gWn160Xc6aQ
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LA ROUTE PROBABILISTE

Mesure de boucles et invariance conforme

C
“Scaling limit”
(limite du continu) ﬁf\zﬁ
% La

/———->

Supposons : La limite de ces distributions existe
Elle est conformellement invariante
Elle est Markov sur les domaines de C

» Une seule famille de courbe satisfaittoutca! SLEx
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LA ROUTE PROBABILISTE

Mesure de boucles et invariance conforme

Auteur Travaux

S. Smirnov SLEx Ising, percolation sur

W. Werner Ising, SLEx

O. Schramm Inventeur de SLEx

G. Lawler rexworr  Boucles-effacées, SLE,

R. Kenyon
H. Duminil-Copin = \/2 ++/2 sur

T. Guttman Valeurs numériques de u
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LA ROUTE PROBABILISTE

QUESTION (~1947)
Combien de SAPs de longueur { y a-t-il quand

{ — 007 L g5

Conjecture : Loi uniforme sur les SAPs

[Limite du continu bien définie
Est conformellement invariante
Est Markov sur les domaines de C
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LA ROUTE PROBABILISTE

QUESTION (~1947)
Combien de SAPs de longueur { y a-t-il quand

{ — 007 L g5

Conjecture : Loi uniforme sur les SAPs

[Limite du continu bien définie
Est conformellement invariante
Est Markov sur les domaines de C

@) SLEg/3
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PLAN

» Un vieux probleme

» Motivation originelle
» La route probabiliste
» Les prémisse d’une autre voie

» Compter les chemins avec des cribles

Qu’est ce qu’un crible ?!
Graphes finis
Graphes infinis : valeurs de SLE>

v v v Vv

Cribles a gauche: chemins quasi auto-évitants

» La suite
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LES PREMISSES

» Cartier & Foata (1969)

Mots sur les arétes e;; d'un graphe et
€ji Cik ¥ €ik €jj €ji €kl = €kl €ijj

Classes d'équivalences forment un monoid M

C <M autant d'arétes entrantes que sortantes (cycles)

Exemple dans C: [e12e23 €31 e75es7]

» Viennot (1987): empilements de pieces
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LES PREMISSE?U

/\\ Y1 Y2 Y3
@*@—» O

» Monoid H : mots sur boucles effacées & multiplication

h= 7172 Tn

Regle 1
Orientation des cycles compte
Point de départ d’un cycle ne compte pas

Regle 2
Deux mots commutent si disjoints sur le graphe

H=C
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LES PREMISSES

Différent types de randonnées

Randonnée Rando. auto-évitante

Un ‘nuage’' de chemins fermés ! Cycles simples disjoints

Chemins fermés Premier :
Les chemins sont des rando. Cycle simple - SAP

avec un unique diviseur premier & droite W = hp
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LES PREMISSES

I Nt

Prenons deux chemlns fermés w, w' si une boucle 7Y est effacée de
w.w' alors elle est effacee de w ou de v/
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LES PREMISSES

Sf b

Prenons deux chemlns fermés w, w' si une boucle 7Y est effacée de
w.w' alors elle est effacee de w ou de v/

v|w.w' = vy|w ou vy|w

’@\ Une théorie des nombres 'des chemins’ ?!
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EXTENSION DE LA THEORIE DES NOMBRES

Une théorie en 3 étapes!

1. Ordre partiel de divisibilité sur les randonnées

hW = h <H

2. Algébre d’'incidence du poset

3. Réduction : algébre des series formelles sur les

randonnées
> f(h)h

h Randonnée

Doubilet, Rota (1972)
Rota et al. (1964-1974)
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EXTENSION DE LA THEORIE DES NOMBRES

THEOREME Il existe des graphes tels que

Séries formelles , . ..
s e s Séries de Dirichlet
sur les rando. se réduit a a(n)

> f(h)h Z B

n>0

h Randonnée

Théorie des nombres cas particulier
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EXTENSION DE LA THEORIE DES NOMBRES

Hikes

Number Theory

h hike

n integer

h, h' disjoint

T, 1M coprime

h selt-avoiding

n square-iree

p simple cycle

P prime

w walk

n = p~
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EXTENSION DE LA THEORIE DES NOMBRES

Hikes Number theory
Zeta (=351= ZheH h Cr(s) = Zn>0 #
(= det(ll—W)
(—1)%™ _ h self-avoiding (—=1)%™) n square-free
Mobius p(h) {0, otherwise. p(n) 0, otherwise.
{(p), h walk, plh log(p), n=7p"
A(h) = A(n) =
von Mangoldt ( ) {0, otherwise. < ) 0, otherwise.

SA=Tr |(1-W) ']

Liouville

M) = (~1)%®

S\ = -

perm(I—W)
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EXTENSION DE LA THEORIE DES NOMBRES

Hikes Number Theory
Number of divisors & Cr(s )2
Log Zeta log ¢ = Zh g((}ib))h log Cr(s) = Zn 12\;82) #
Log-Mangoldt ((h) = Zh/|h A(R) log(n) = Zd|n A(n)
Totally , () (n)
multiplicative = Zh u(h) f(h)h = Zn MT
functions
f'1f ==y M) f(R)h f'/f=3, 0
k
Totally additive . ) — f(p), h walk, p|h . _ f(p), n=p
functions (f ,u)( ) {O, otherwise. (%)) 0, otherwise.
¢'/¢ from the . / det(l —W\,) S p
primes V.Simgc}mle (7) det(l L VV) Zp ng 1—p—s
Number €2 of 1 —1 Q(n)
w = det(l — W Q(h = (gr(s
prime factors wzw;dk }; pznjp_ns Crls) zn: n’
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EXTENSION DE LA THEORIE DES NOMBRES

QUESTION (~1947)
Combien de SAPs de longueur ¢ y a-t-il quand
¢ — 007 L g5

« A widely open problem » Flajolet & Sedgewick

Extension du théoréme des nombres premiers
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EXTENSION DE LA THEORIE DES NOMBRES

Chemins longueur

¢+ 1

~

~
SAP longueur Cher?vins longueur ¢+ 1
— {4+ 1 multiples de SAP
de longueur L, < /

-

)
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EXTENSION DE LA THEORIE DES NOMBRES

Chemins longueur SAP longueur Chemins longueur ¢ + 1
¢+ 1 ¢+ 1 multiples de SAP
de longueur [, < /

Chemins fermés
Les chemins sont des rando.

avec un unique diviseur premier a droite W = hp

Combien de chemins multiples d'un SAP p ?
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PLAN

» Un vieux probleme

» Motivation originelle
» La route probabiliste
» Les prémisse d’une autre voie

» Compter les chemins avec des cribles

» Qu’est ce qu’un crible ?!

» Graphes finis

» Graphes infinis : valeurs de SLE>

» Dénombrement des SAPs : premier essai

» La suite
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QU'EST CE QU'UN CRIBLE ?!

Rando.
multiple‘s des H,
premiers

Toutes les rando.
de longueur /

7Dunknown

connus

Premiers

connus .
Rando. qui ne sont pas

Choix naturel de P multiples des premiers
all cycles on a subgraph H of G CONNUS : S(H€7 73)
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QU'EST CE QU'UN CRIBLE ?!

Rando. qui ne sont pas
multiples des premiers

Ce que le crible compte connus: S (Hy, P)

Chemins multiples d'un SAP p
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CRIBLES SUR GRAPHES FINIS

Le crible est une inclusion-exclusion dans le poset des rando.

ordonnées par divisibilité Fonction de Mébius des randonnées

S(H@, PG\P) — Z 'u(d) ‘M (d)g |\ Nombres de multiples de d

dEPE, de longueur ¥

AN

Rando auto-évitante sur G\p

2|3 5 7
11 13 17 19
23 29

31 37

41 43 47

53 59 Crible d’Eratosthenes - Legendre

61 67
71 73 79
83 89

97
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CRIBLES SUR GRAPRES FINIS

Le crible est une inclusion-exclusion dans le poset des rando.
ordonnées par divisibilité

S(He, Pop) = Z n(d

dEPé{‘p

Passons un paquet de détails techniques ...
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CRIBLES SUR GRAPRES FINIS

Le crible est une inclusion-exclusion dans le poset des rando.

ordonnées par divisibilité

SHbPG\p — Z :u

dEngp

Passons un paquet de détails techniques ...

1
S(He, Pavy) = [Hel det(' - XAG\p> + VZ

k>1

“1f100)

AFE!

det<k>(| _

1

A

AGW)
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CRIBLES SUR GRAPRES FINIS

Le crible est une inclusion-exclusion dans le poset des rando.
ordonnées par divisibilité

SHbPG\p — Z :u

dEngp

Passons un paquet de détails techniques ...

1 “[f]1(€) 1
S(ngPG\p) [ H,| det( — XAG\p) + )\EZ o det(k)<l — XAG\p>

k>1

"Bon terme’ "Méchant terme’
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CRIBLES SUR GRAPHES FINIS

» ‘Bon terme’ entre 0 et 1, dominant quand ¢ — oo

Determinant .. .
\ Matrice identité

e

~ det(l = —AG\p> { —

A \
/ Matrice d’'adjacence de G\p

Valeur propre dominante de G

termes d'erreurs, arbitrairement petit (>N
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CRIBLES SUR GRAPHES FINIS

S (He,
(He, Pary) ~ det <| — %AG\p> { — 00

Signification ?
Fraction de randonnées h telles que Ap est un chemin w

» Cycle p unique diviseur premier a droite de w = hp
» Chemin w commence en n‘importe quel noeud de p

» Cycle p est la derniere boucle effacée de w

Gros succeés en analyse de réseaux !
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PLAN

» Un vieux probleme

» Motivation originelle
» La route probabiliste
» Les prémisse d’une autre voie

» Compter les chemins avec des cribles

Qu’est ce qu’un crible ?!
Graphes finis
Graphes infinis : valeurs de SLE>

v VvV v v

Dénombrement des SAPs : premier essai

» La suite
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GRAPHES INFINIS




P.-L. GISCARD

GRAPHES INFINIS

» Crible fonctionne | Bon terme est dominant !

Fractions de chemins multiples du SAP p permis tous les chemins

1 1
Frac, = degp ad] (l + —C.B > 1

M A
A Longueur du SAP p

Valeur propre dominante du graphe
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GRAPHES INFINIS

» Crible fonctionne | Bon terme est dominant !

Fractions de chemins multiples du SAP p permis tous les chemins

1

Frac, =) deng. ad] (I +

1

~CB,

Matrix d’adjacence
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GRAPHES INFINIS

» Crible fonctionne | Bon terme est dominant !

Fractions de chemins multiples du SAP p permis tous les chemins

1

1
) degp ad] (I + XCBp) 1

Frac, =

C dépend du graphe, e.g. réseau carré:

1 o0 1 _ a\ Tmn—Ym,n L 1 Tm,ntYm,n
cmn:__/ = [y . dr T
’ T™Jo T T+ T4+ 1 1md |

0 D S S -

———0—0

Valide sur tous graphes
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GRAPHES INFINIS

» Résultats !

“Scaling limit”
(limite du continu)

/’—-b

&
7.
.

22
- y
Limite existe

Frac, =—— Conformellementinvariante » SLE,
Domain Markov

Signification probabiliste ?
Proba qu'un chemin fermé aléatoire stoppé a l'origine
efface p en dernier
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GRAPHES INFINIS

» Résultats !

Réseau triangulaire

Réseau de Kagomé

Valeurs prises par SLE;

Réseau carré

o S

K 434 s
SO OS  % T ITL
"""""’ B S s
KR RISTL
"""""’ B0 GER Gun cun Sum Sun S o -
gagag %’ %"%" ¢ ¢ e ¢ o I o
PRIKRIKER] 11
KIRERRRER T
" "%§%§%§ Bl cun S o S So Son S SR GER on
CRIRERIRIRES ¥ 7
Frac, € Q[vV'3/7] Frac, € Q[vV'3/7] Frac, € Q[1/]
Sur Zd

Frac, € Q[1/77]

Réseau hexagonal

Frac, € Q[v3/x]
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GRAPHES INFINIS

» Exemples !

128(m — 2) <0018 8% de tous les chemins ont

44 x 73 le carré pour derniére boucle effacée
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GRAPHES INFINIS

» Exemples !

® ®
128(m — 2) 1.8% de tous les chemins ont
~ (0.0184 , . .
44 x 73 le carré pour derniére boucle effacée

@ ®

® ® ®

32(m — 8)(m — 4)(31 — 8)(3w — 4) ~ 0.007585
467T4

[ ® o
® ® ®

| 32768(m — 8)*(r — 4)(37 — 8)*(97 — 32)

JERv ~ 0.00044623
-
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GRAPHES INFINIS

» Exemples !
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GRAPHES INFINIS

» Exemples !

— 8388608

418 % 8303765625 7'?
— 67330291206344166110291558407 + 120017250451266475371465277447°

— 128956757456380079219398410247° + 93039826393599846745752207367*
— 47489031156795370360201543687° + 17584185604560191960446402567°
® — 4759107232844883759700377607" + 934302675613622812941312007°

— 129734599411552251727080007 + 12092119814395627935300007

—-67906363349663583525000%11%—1736896666805181140625ﬂl2),

7.7644 x 107° <-/
o ® @ l

(1721510367131231944781594624

144 738 980 SAPs analytique
220 167 804 196 SAPs numérique
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PLAN

» Un vieux probleme

» Motivation originelle
» La route probabiliste
» Les prémisse d’une autre voie

» Compter les chemins avec des cribles

» Qu’est ce qu’un crible ?!

» Graphes finis

» Graphes infinis : valeurs de SLE>

» Dénombrement des SAPs : premier essai

» La suite
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DENOMBRER LES SAPS

Chemins longueur SAP longueur Cher.nins longueur / + 1
/| ¢+ 1 multiples de SAP

de longueur [, < /

, |

AL+ 1) NG Z Frac,

\ / im <.
t(p) < ¥

)\€+1€—13/5
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DENOMBRER LES SAPS

Chemins longueur SAP longueur Cher.nins longueur / + 1
/| ¢+ 1 multiples de SAP

de longueur [. < /

| |

AL (04 1) AFE Y Frac,

\ / fim <.
£(p) < ¢

N1 p—13/5
s )

trés loin de U trés proche de -5/2...

Accumulation de d'erreurs: SAPs longs [ ~ /
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DENOMBRER LES SAPS

Chemins longueur SAP longueur Cher.nins longueur / + 1
/| ¢+ 1 multiples de SAP

de longueur [. < /

| |

AL (04 1) AFE Y Frac,

\ / fim <.
£(p) < ¢

N1 p—13/5
s )

trés loin de U trés proche de -5/2...

Aucun soucis silongs SAPs : [ < //c
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DENOMBRER LES SAPS

W = [717727 7/7/77/] hp

» Cribles a gauche : premiére boucle effacée
» Chemins commencent par un long SAW

G S G G W W G G W -

T TR

JTIATITRITT

TTrrrYrrYrrr v

4€ad2—>dm,\/ﬁ
164C/W ~ (.802 J
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MERCI

Fonds :
ANR JCJC ALCOHOL : ANR-19-CE40-0006

ANR MAGICA: ANR-20-CE29-0007
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WHAT IS A SIEVE ?!

A sieve counts hikes which are not multiples of any cycle on subgraph H

» Pick H=G\p

» So h is counted by the sieve if it
is not a multiple of cycles on G\p
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WHAT IS A SIEVE ?!

A sieve counts hikes which are not multiples of any cycle on subgraph H

' Pick H = G\p p{ ° S88888E88S

» So h is counted by the sieve if it
is not a multiple of cycles on G\p

» Hence h is a multiple of cycles that
are on G butnot G\p : such cycles cross p
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WHAT IS A SIEVE ?!

A sieve counts hikes which are not multiples of any cycle on subgraph H

» Pick H=G\p

T EEFEEE

» So h is counted by the sieve if it
is not a multiple of cycles on G\p

» Hence h is a multiple of cycles that
are on G butnot G\p : such cycles cross p

» Thus p commutes with none of the right divisors of i
i.,e. w = hp is awalk!

On (G \p the sieve counts the walk multiples of p



