Comptage des mots engendrés par intervalles
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o (avec J. Cassaigne, 2007) Complexité arithmétique de mots sturmiens
= comptage de mots de rotation dont la longueur d'intervalle est
donnée.

o (avec D. Jamet, 2013) Comptage des mots de rotation.

o (avec P. Ambroz, Z. Maséakova, E. Pelantova, 2011) échange de 3
intervalles.
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Avec 3 constantes o, 3,7 € [0,1], le mot w = wowywy - - - est défini

comme
{ 1si{if+7} <a,
wj = )
0 sinon

Y=pxty

=

0 0 0 0 1 0 1

Anna FRID



0=1

Anna FRID



pto

0=1

Anna FRID



pt20

Anna FRID



a=0=o0

p+20 : p+o
p+5c¢
0=1
pt+30 p
pt+4o

w = 10001 - --

Anna FRID



y=o0ox+p, 0<o,p<l.

Y

W i
wn = Lno + p| = [(n—1)o+p] (ou [-]).



Example

¢(0) =01,¢(1) =0

0—01—010— 01001 — 01001 010 — 01001010 01001 — - --

La limite est

©>°(a) = 0100101001001010010100100101001001 - - -

Lemma

Le mot de Fibonacci est sturmien avec o0 = p = 3_2

&

Anna FRID



G. Rote (1992) : dans chaque mot de rotation, il y a au maximum 2n
facteurs de longueur n.
(toujours si > 3, € R\Q, « et 3 sont rationnellement indépendants)

Dans chaque mot sturmien, il y a n + 1 facteurs de longueur n.

(a =8 e R\Q)

Si (3 est rationnel, le mot de rotation est périodique, avec la complexité
constante.
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Combien y-a-t-il de mots sturmiens de longueur n sur |'alphabet {0,1} 7

Question J

Réponse :
o Lipatov, 1982;
o Mignosi, 1991 ;

o Berstel, Pocchiola, 1993 méthode géométrique.

n 3
n
1+ e(p)(n+1—p)= =+ O(n? log n).
p=1
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Considérons la droite y = ox + p, 0 < g, p < 1 et le mot sturmien qu’elle

engendre.
—
]
/r _

0

c+p<l= w; =0.
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Considérons la droite y = ox +p, 0 < g, p < 1, et le mot sturmien qu’elle
engendre.

P>

1

c+p>1l= w; =1.
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0 1 0
La droite sur I'image duale est o + p = 1.
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Deux nouvelles droites : 20 + p =1, 20 + p = 2.
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Deux nouvelles droites : 20 + p =1, 20 + p = 2.
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Points <= droites
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Lemma

Le nombre de mots sturmiens de longueur n est égal au nombre de faces de
I'image duale d’ordre n.
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v—e+f=1.




Théoreme [Lipatov 82, Mignosi 91, Berstel, Pocchiola 93]

Le nombre de mots sturmiens de longueur n est

n3
1+ _¢(p)(n+1—p)=— + O(n’logn).
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Question

Combien y-a-t-il de mots de rotation dont I'intervalle a est fixé?

Réponse [Cassaigne, Frid, 2007]

On sait combien il y a de faces dans I'image duale. Pour les « proches de
1/2, cela suffit, pour d’autres «, cela donne une borne supérieure.
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Pour tout « irrationel, le nombre de faces de I'image d’ordre n + 1 est

du(n) = 2+ "0 F 1;(" 2 > (n—p+1)a(p).

p=1

Ce n’est qu'une borne supérieure !
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aq(n) < do(n—1)/24+1=: g(n).
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Faces qui donnent des mots égaux, k est impair

L Ve
o 1 o
(0.-0) ] 10"
P ] o1
I 1077
-1
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Faces qui donnent des mots égaux, k est pair

Y
e+ 1
b o
(0,~a) (W2.-0) )| B e ] 10"
B
= o4
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Théoréme [Cassaigne, F., 2007]
Pour tout a € (0,4;0,5) irrationel, a,(1) =2, a,(2) =4, a,(3) = 8,
a,(4) =16, a,(5) = 30 et

g(n) — 4, n est impair,
g(n) — 3, n est pair.

aa(n-l—l):{

gln) = LD S o 1)e(e) +2

p=1

an(n) = (1/6 + 1/7%)n* + O(n? log n).
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Théoréme [Cassaigne, F., 2007]
Pour tout o € (1/3,1/2) irrationel,

g(n) —an(n+ 1) < Const.

Etsia<1/37.
C'est ©(n®) [Frid, 2005], mais...
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Combien y a-t-il de mots de rotation de longueur n?

Question J

2B P
0=1
5B
1-o
3B Y
V4B
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Trois paramétres «, 3,y € [0,1). Faut-il dessiner une image
tridimensionnelle ?
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Par bonheur, NON. Il y a une autre méthode.

Myl = g + Uk — Vg,

ol u, v sont des mots sturmiens de méme pente a.

[Berstel, Vuillon 2002] (pour plus d'intervalles aussi).
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f(n+1) < #{(u,v)|u,v e St(n,a),a € (0,1/2),u# v}+2
= n("+1)+%Z¢(p)("2—p2+n+p)
p=3

3n*
= m + O(n3 |Og n).

Le nombre de paires des mots sturmiens de méme pente a été trouvé avec
des résultats de [Berstel, Pocchiola, 1996].

Mais il y a des paires qui donnent la méme chose !
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Mk+1 = I + Uk — Vi,

us[ w

v=[ w ]

r={00 ... 00
or
r={11 ... 111

Déja exclus car on pose u # v.
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Mkl = g + Ug — Vg,

r=1..101 ... 1111

O(n*) mots exclus.
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Mkl = g + Ug — Vg,

u=...‘c‘10\c\10\c\10
v= ... c] 01 c] 01 c] 01
r= -..lo..0] 1 0f0..0] 10 0..0] 10

Encore O(n*) mots exclus.

Tous les mots qui apparaissent plusiers fois sont
oki1(0'1)moke,

lIs sont fort liés avec les mots sturmiens centraux de longueur [ — 1.
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Théoréme [F., Jamet, 2013]

Pour tout n = 3, le nombre de mots de rotation de longueur n + 1 est

1 n
f(n+1) = n®+3n+4+2 > @(p)(n —p*+n+p)—fi(n) 2Z"é("/)
p=3

ﬁ(n):{ Zzzk oty e(p), if n=2k+1,
222 12’+1 (p(p)""zp 1e(p), if n=2k,
g(n,ly=n—1+1+(nmod (/+1)),
h(n, 1) = min(/ +1,n —[),

f(n, 1) = (% L%J ) — il /)) (o(/+1) = 1)+ h(n,]) (@ _ 1) .
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n 6 7 10 15 20 50 75 100
f(n) 64 | 112 | 504 | 2804 | 9442 | 423814 | 2222984 | 7155096
A2 f
Tr3 f") ~ | 065]| 061|066 | 073 | 078 | 0.89 0.92 0.94
n
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Echange de 3 intervalles ( avec P. Ambroz, Z. Masakova, E. Pelantova,
2011) :

A B C

w = ABBAC - --
Théoréme [AFMP 2011]

L +0(1) < #3iet(N)/N* < %+ o(1).
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Echange de 3 intervalles ( avec P. Ambroz, Z. Masakova, E. Pelantova,
2011 ) :

Hypothése

#3iet(N) , 3

N4 T = Z+O(1)
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