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Définitions

e Une grammaire réguliére : Grammaire dont les régles de
productions sont de la forme : A — a.B|B.b|e.

e Un automate d’états fini : Un quintuplet (X, F, ExYX — E, D, F).

d’états fini.

@ La notion de grammaire réguliére est équivalente 3 celle d’automate
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La série génératrice d'un langage régulier est rationnelle.

A(z) = Z 2wl = Z anz" =

wEL
Preuve :
Grammaire | Série génératrice
€ 1
a€eXx z
AUB A(z) + B(z)
A.B A(z) x B(z)
¥ 1

A 1-A(z)
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La série génératrice d'un langage régulier est rationnelle.

P(2)
A(z) = 2wl — anz" = .
= T g0
Preuve :

Grammaire | Série génératrice

€ 1

a€y z

AUB A(z) + B(z)

AB A(z) x B(z)

A* 1

1-A(z)
P C e nr—l

R R e J




largeur 2 par des dominos?

Quels est le nombre de maniére de paver un rectangle de hauteur n et de

DA

n}
a
8]
a
it
-
it
-
[y



Exemple 1 : pavage

Quels est le nombre de maniére de paver un rectangle de hauteur n et de
largeur 2 par des dominos?

P=(2+2°)= P(z) =

Po=0, Pi=1 et P, =Pn_1+Pnr_o (Suite de Fibonacci)
1
1—(2+22) J
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Exemple 1 : pavage

Quels est le nombre de maniére de paver un rectangle de hauteur n et de
largeur 2 par des dominos?

P=(2+2°)= P(z) =

Po=0, Pi=1 et P, =Pn_1+Pnr_o (Suite de Fibonacci)
1
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Exemple 1 : pavage

Quels est le nombre de maniére de paver un rectangle de hauteur n et de
largeur 2 par des dominos?

P=(2+2°)= P(z) =

Po=0, Pi=1 et P, =Pn_1+Pnr_o (Suite de Fibonacci)
1
1—(2+22) J

P(z)zznzoan*znz1+2+2*z2+3*z3+5*z4+8*z5+0(26)J

ap = \/LS o [<1+2\/5)n+1 . (12\/5>n+1} (Formule de Binet). J
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Le systéme d’équation linéaire lui correspondant est :

Lo a.L1+b.Ly
L1 a.Lq1+b.Lo
Lo a.L1+b.L3
L3 a.L3+bLs+e€

DA



Exemple 2 : motif dans un langage

Quels est le nombre de mots de taille n ayant le motif a.b.b7

afb @

Le systéme d’équation linéaire lui correspondant est :

Ly = a.L1+b.Ly
L1 a.Lq1+b.Lo
Lo a.L1+b.L3
L3 = al3+bLs+e¢

_ 2 _ 1 2+ 1
L(z) = (1fz)(1f2zz)(1fz722) =T Tzt 1=

anQH—Pn_Hg—f—].
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Modéle de Schelling

@ [T.Schelling 71] propose un modéle dynamique de ségrégation dans le
journal
e Etant donnés
» Une population de deux types (0,1),
» Un voisinage de taille V,
» Un individu est dit non satisfait s'il est minoritaire dans son voisinage.

» Un individu non satisfait se déplace vers |'endroit le plus proche qui le
satisfait.

e ona:

Stabilitée lorsque le nombre des non satisfaits est constant.
La majorité des individus sont satisfaits.

Alternances des groupes de méme type.

Les individus minoritaires sont les plus ségrégationnistes.

vV vy VvVYyy
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Modéle de Schelling

@ [T.Schelling 71] propose un modéle dynamique de ségrégation dans le
journal
e Etant donnés
» Une population de deux types (0,1),
» Un voisinage de taille V,
» Un individu est dit non satisfait s'il est minoritaire dans son voisinage.
» Un individu non satisfait se déplace vers |'endroit le plus proche qui le
satisfait.
e ona:
Stabilitée lorsque le nombre des non satisfaits est constant.
La majorité des individus sont satisfaits.
Alternances des groupes de méme type.
Les individus minoritaires sont les plus ségrégationnistes.

vV vy VvVYyy

Question : Quel est le nombre moyen p,, d’insatisfaits dans une population
de taille n pour un voisinage V' donné?
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Pour un V fixé, formule explicite pour :
F(z,u) =350 fa(u)2" =

> n0 k0 a2 Uk,

Hn

_ D kz0 b-Suk _ (1) _ [2"F' (2, ) |y=1
fa(1)

fa(1)

[2"F(2,1)
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Méthodes appliquées

Pour un V fixé, formule explicite pour :

F(z,u) = Yopso fa(W)2" = Ypn0 Lkso fraz"u”,

sy = Yixok-far _ f1(1) _ [MF (2 0=t
5 fn(1) fn(1) "] F(z,1) )

i, peut étre obtenu en
@ résolvant [Fi(z,u)], F(z,u) =
e résolvant [Fj(z,u), F]
e résolvant [F;(z, 1), F!
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Ty M, T Mo T3 Ms

0.02 | 31415152 || 0.06 4455632 0.04 | 3276200
0.17 | 66883448 | 1.27 11925368 || 0.21 | 7600784
8.87 | 20443488 || 880.81 | 231168672 || 2.77 | 20181392
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VT M, T My T3 | Ms
3 || 0.02 | 31415152 || 0.06 4455632 0.04 | 3276200
5 || 0.17 | 66883448 || 1.27 11925368 || 0.21 | 7600784
7 || 8.87 | 20443488 || 880.81 | 231168672 || 2.77 | 20181392
les valeurs de 1, obtenues sont : J

=] = = = o
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Résultats obtenus

VI Ty M, 15 Mo T3 M3
3 || 0.02 | 31415152 || 0.06 4455632 0.04 | 3276200
5 || 0.17 | 66883448 | 1.27 11925368 || 0.21 | 7600784
7 880.81 | 231168672
les valeurs de 1, obtenues sont : J
V | Nombre d'états | pup
e
> 27 En
7 29 9%—211
0 211 %n
11 | 2 T
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Résultats obtenus

T My 15 My 15 M3

0.02 | 31415152 || 0.06 4455632 0.04 | 3276200
0.17 | 66883448 || 1.27 11925368 0.21 | 7600784
880.81 | 231168672

\IU'ICA)<

les valeurs de 1, obtenues sont :

<

Nombre d’états

Hn
3 |2 2
5 |2° 2
72 52
9 |2 522
11 [ 21 2
512

Peut-on trouver une formule générale pour V' quelconque ?
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Grammaire algébrique

@ Une grammaire algébrique : Une grammaire dont les régles de
productions sont de la forme : V' — w.
Exemple : La grammaire des mots de Dyck S — a.S.b.S]e.

@ A toute grammaire algébrique est associée une équation algébrique.

@ La concaténation de deux langages algébriques est un langage
algébrique.

@ L’union de deux langages algébriques est un langage algébrique.

Hanane Tafat (LIPN) Grammaires et asymptotique 20 juillet 2010 13 / 27



Grammaire algébrique

@ Sans perte de généralité, on peut autoriser I'opérateur
Seq(a) := €+ a+ a.a+ a.a.a + ... dans les grammaires algébriques.
Comment représenter A — Seq(a) sous forme de grammaire
algébrique ?
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Grammaire algébrique

@ Sans perte de généralité, on peut autoriser I'opérateur
Seq(a) := €+ a+ a.a+ a.a.a + ... dans les grammaires algébriques.
Comment représenter A — Seq(a) sous forme de grammaire
algébrique ?
@ La grammaire est :
A — A.Ble
B—a

Grammaire | dérivation de la grammaire

Seq(a)=p | A—e€

Seq(a)=1 | A— AB —e€a

Seq(a)=2 | A— A.B— A.B.B— A.B.a— e€a.a
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Graphe de dépendance

e Un systéme Y = qb(l_}) peut étre représenté par un graphe de
dépendance.

Soit la grammaire : Le graphe de dépendance correspondant est :
R
A — A.B|C, \ ,./"'_';}\f./"
B — a.B|b.A, ;4*< e
C — a.Cla T
g

] = =
Grammaires et asymptotique 20 juillet 2010 15 / 27
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Universalité de |'asymptotique en n~

Théoréme Drmota-Lalley—Woods

Soit Y = ¢(Y) un systéme.
Si

© Tous les polynémes ¢; ont des coefficients positifs.

@ Solution du systéeme : YO = (0...0), YD) = (V)P
Y = limp_0o Y.

© le graphe de dépendance du systéme est fortement connexe.
alors :

© toutes les solutions se comportent comme

Yj=Co; — Cj.y /1= 2+ O(1 — 2) au voisinage de z = p,

@ [z")Y;(z) ~C -3

1 _
i aym P ".n"2 avec Cy,, Cj, p des nombres
algébriques.
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Au-dela de Drmota—Lalley—Woods

Quand les conditions du théoréme ne sont pas vérifiées, quels sont les
autres comportements possibles?

A-t-on universalité d'un comportement en n®?

On va montrer différents « possibles, via différentes constructions
combinatoires.
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Analyse de singularité

Si a la singularité dominante de A(z) et b la singularité dominante de B(z)
alors la singularité dominante de :
e C(z) = A(z) + B(z) vaut ¢ = min(a, b)
e C(z) = A(2) x B(z) vaut ¢ = min(a,b)
@ schéma de composition C(z) = A(B(z)) vaut b ou z, avec B(z,) = a
selon les cas :
» Schéma critique : b = z,.
» Schéma sur-critique : b > z,.
» Schéma sous-critique : b < z,.
Hanane Tafat (LIPN) Grammaires et asymptotique 20 juillet 2010 18 / 27



Soit f(z) branche d’une fonction algébrique P(z, f(z)) = 0, au voisinage
de sa singularité p, f(z) admet un développement en série fractionnelle

convergente de la forme : f(2) = > ;o ck(z — p)% avec ko € Z et
K>1. -
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Comportement asymptotique

Théoréme de Newton-Puiseux

Soit f(z) branche d'une fonction algébrique P(z, f(z)) = 0, au voisinage
de sa singularité p, f(z) admet un développement en série fractionnelle

convergente de la forme : f(2) = > ;o ck(z — p)% avec ko € Z et
K>1. -

Pour k> 1, si A(2) =3, anz™ K et B(2) =3, b,z™ K alors :
o A(z) + B(2) =3, (an + by)zVE.

o A(2) x B(2) =3, cn2™X avec ¢, = Y t<mpemn Ap X bn_p.

Hanane Tafat (LIPN) Grammaires et asymptotique 20 juillet 2010 19 / 27



Schéma de composition

e A l'aide de la méthode symbolique, on a :

» T = 2.5eq(T) = les arbres.
» B=(z+ 2).Seq(B) = les arbres bicolores.

@ Substitution H = T[2.T] : les "super-arbres" (composition critique).

o A l'aide du package gfun et combstruct de Maple, on récupére les
séries génératrices et leur comportement asymptotique : cf session
Maple
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Dérivée (ou "pointage")

o (ant12"™) = (n+ 1)an12™

@ donc dériver un mot w de taille n + 1 revient a
© Copier le mot n + 1 fois,

@ Pour chaque copie éliminer une lettre.

@ On obtient donc n + 1 copies toutes différentes de taille n.
© Mots de Dyck : S — a.5.b.S|e
@ Dyck derivée :

{ S — a.S.b.Ala.A.b.S|Ab.Ala.A.A

A= a.Ab.Ale

Hanane Tafat (LIPN)
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de T.

@ Pour avoir un comportement en 1/2%, il suffit de faire k& composition

@ Pour avoir un comportement en (1/2%) — 1, il suffit de dériver T.
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Analyse de singularité et asymptotique

Théoréme

@ Pour avoir un comportement en 1/2%, il suffit de faire k composition
de T.

@ Pour avoir un comportement en (1/2%) — 1, il suffit de dériver T.

Les autres comportements s'expliquent par somme et produit de ces
exposants.
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Perspectives

© Généralisation de la formule du nombre moyen d'insatisfaits pour
n'importe quel voisinage.

@ librairie Maple (puis Sage) faisant I'asymptotique de n’importe quelle
grammaire algébrique.
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Lois limites

o L=(a+b)*(a+c)*
o L(z,u) =1, ,ukz",
o Ly =Pr(X, =k).

Qu’obtient-on lorsque n — o0 ?

@ L est rationel,
e Graphe connexe = loi gausienne.

Dans notre cas, le graphe est-il connexe ?

Soit la grammaire : Le graphe de dépendance correspondant est :
o

A — D|b.B|c.Cle /”,(

D - B|C OO

B — a.B|b.Ble @

C — a.Cle.Cle

4
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o L(z) = Seq(zq + 2).Seq(zq + 2.) = 71 v 1

1—zq—2p 1—zq—2zc
1 1
T 2(ltwy) < 1-22

@ Selon les différentes valeures de wy, on a : cf session Maple

@ Pourz,=2.=1onalL(z)=

Plus généralement, que peut-on dire dans le cas des grammaires
réguliéres et algébriques avec un graphe non fortement
connexe? 7?7?77
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Merci de votre attention

Questions ?
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