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e Probleme: calculer le diameétre des associaédres.
e Hélas! pas (completement) résolu, mais résultats et méthodes nouveaux.
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1. Distance de rotation, associaédres,

et triangulations d’un polygone




Arbres
e Arbre = arbre binaire fini, enraciné, orienté :

O &£

e Taille d’'un arbre = nombre de nceuds internes
1
it 2n

(2") arbres de taille .
n

ou

e Décomposition unique : racine / sous-arbre gauche / sous-arbre droit:
T=oe
~~ correspondance bijective entre

T="To T1.

- arbres de taille n, et

- parenthésages d’une expression a n + 1 variables.




Rotation

e Définition : Soient T, T’ deux arbres de méme taille ; T’ est obtenu par rotation
(positive) a partir de T s'il existe un nceud v de T t.q. T et T" coincident sauf au
voisinage de v, ou on a

Ty T3 T, To

e En termes de parenthésages : rotation = application de I'associativité
T1N(T2"NT3) < (T1"T2)"Ts.

e Fait: Deux arbres de méme taille sont reliés par une suite finie de rotations.

e Définition: dist(T",T") := # minimal de rotations pour aller de T" a T".




Associaedres
e Pour chaque m, un graphe, le n-iéme associaedre K,
- sommets : les Cat(n) arbres de taille n,

- arétes: les paires (T',T") t.q. dist(T,T")

e K, se plonge dans le permutoédre Cayley(S,,),

donc est inscrit sur une sphere S™ 2 ; il posséde un circuit hamiltonien.
e K, orienté par le sens des rotations ;

~~ treillis de Tamari, min = peigne a droite, max = peigne a gauche.




Associaeédres (suite)

e Définition : d(n) := diamétre(K,,) = max{dist(T,T") | |T| = |T'| = n}.

e Exemple: d(4) = 4.



Triangulations

e Bijection entre arbres de taille n et triangulations d’un (n+2)-gone :

%
e Alors une rotation correspond a un flip dans la triangulation associée :
. L I » * *

~» d(n) = distance de flip maximale entre triangulations d’un (n+2)-gone.




Triangulations (2)
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2. Les résultats de Sleator, Tarjan, et Thurston




Borne supérieure
e Proposition (Sleator-Tarjan-Thurston, 1988) : d(n) < 2n — 6 pour n > 10.
o Démonstration :

Pour  sommet du (n+2)-gone,
T, := triangulation avec n—1 diagonales partant de x.
Alors dist(T', Tz) = n — 1 — deg(a, T') pour toute triangulation T,

donc

Or > deg(x, T) = 2n—2, donc

dist(T,T") < 2n—2 — sup,, (deg(x, T) + deg(x, T")).

>, (deg(x, T) + deg(x, T')) = 4n—4.
Si sup,, (deg(x, T') + deg(x, T")) < 3, alors
>, (deg(z, T) + deg(z, T")) < 3(n+2).
Pour n > 10, on a 3(n+2) < 4n—4, d’ou

sup, (deg(@, T)-+deg(x, T")) > 4




Borne inférieure

e Théoreme (Sleator-Tarjan-Thurston, 1988) : d(n) > 2n — 6 pour n grand.

e Démonstration : Soit P un polytope a n+2 sommets
inscrit dans S2, avec une décomposition en tétraddres,
et II un circuit hamiltonien a travers les sommets de P.
Alors TT partage S2 en deux demi-sphéres bordées par un (n-+2)-gone,
qui est triangulé de deux facons par la projection des arétes des tétraedres.




Borne inférieure (suite)

. no_ —— vol(P)
e Alors dist(T",T") = # tétraédres dans P > ol tehacies b
o Dans I'espace euclidien E3 :

vol(P) < %wR‘D’ < 3 max vol(tétraédre) :

o Dans I'espace hyperbolique H3 :
vol(P) peut étre grand méme avec max vol(tétraédre) < 1.
~~ Trouver un polytope avec n+2 sommets et volume hyperbolique 2n—6.

e Solution de Sleator, Tarjan, Thurston : utiliser des pavages du plan
et les fermer avec un unique point hors du plan:

7] (5= =

|

e Donne 2n — O(y/n), puis 2n — 6 pour n assez grand (non effectif). ]

e Questions: Quid des petites valeurs de n?

Quid d’une démonstration combinatoire?




3. Utiliser les positions :

lien avec le groupe de Thompson F'




Positions

e Principe : Prendre en compte les positions des rotations,
et le spécifier a I'aide d’adresses binaires.

e Fixer des adresses pour les nceuds des arbres :

et spécifier une rotation par I'adresse de la racine du sous-arbre mis en jeu:

( 101, 101 > ~» 1011

« appliquer I'associativité a la position 101 dans le sens positif »>.

e Pour exploiter I'idée : utiliser le groupe de Thompson F'.



Le groupe de Thompson F'

e Définition (Richard Thompson, 1964) :
F = groupe des homéomorphismes de [0, 1] affines par morceaux,

croissants, avec pentes et points de singularité de la dérivée dyadiques.

e engendré par

€To T ~»

>

0 1 0 1

aussi représentés comme

7220 7z

~~ un élément de F' = un couple de décompositions dyadiques de [0, 1] :

Ty

donc aussi un couple d’arbres.



Les générateurs A, de F'

e Définition : Pour « adresse binaire:

Ay =

e Alors F' est engendré par la famille A des A,

e Lemme : Pour tous arbres T, T, on a dist(T,T") = |g| 4,

ol g est I'élément de F associé a la paire (7', T").

~~ Etudier la métrique de F par rapport a la famille de générateurs A.

Fordham



Invariants faibles

e Lemme : Le groupe F' est présenté par les relations :

A?l = Aq1 - Ao - Aao (pentagone de Maclane—Stasheff),

Aqop - Aa = Aa - Aaoop

Aq108 - Aa = Ao - An013s

Aq118 - Aa = Ao - Anis,

Ag - Ao = Ay - Ag si a et (3 sont incomparables pour I'ordre préfixe.

~~ Tout invariant des relations ci-dessus donne une borne inférieure sur |.| 4.

e Proposition : Pour tous arbres T', T”,

dist(T, T") > | >_ exposants des Ajp dans une expression de ® (T, T")|.

e Corollaire: d(n) >n — 1.




Adresses des feuilles

e Autre idée basée sur les positions : suivre I'adresse de la i-eme feuille :

a0~ — 00~y
alO~y «— a0l
ally — aly
B < 3 pour o
non préfixe de 3

ally

e Application:

2p+1

adresse de la (p-+1)-eme feuille
p+2 dans T': 1PQP
dans 7" : 0P1P
~ dist(T,T') >3p—2. O

p pt+1

e Corollaire: d(n) > gn— 2.




4. Utiliser les noms :

la relation de recouvrement




Noms

e Décomposition d’'un chemin entre deux arbres en paires de base

analogue a: Décomposition d’'une permutation en transpositions
e Deux approches :

= suite d’applications locales de I'associativité,

= suite d’applications locales de la commutativité.
position ol on croise / nom des éléments croisés
e Attribuer des noms

aux feuilles des arbres, et spécifier
une rotation par les noms des extrémités des sous-arbres mis en jeu:

T T
) ~+ (a,b,c,d)t
a d
b c d a b c

y




Noms

Ky

&

w‘m.sr (1.2‘3V
%\ _ g

l 2,2,5)" ] 33,51 l 44,3
Gy %X /OX /<<>\ A& o
. - SY (1'14»5)* KQ

(2 34,51 (1,2,2‘74)*\

(1245) ét

T(z,s,s‘sr 1(1 223y 1(1.2,2.3)'
1(3445)' l(3 4.4,5)" T(LS.S,W

(1245¢ /g\




Recouvrement

e Définition : Pour 7,5 étiquettes de T, 3
7 est couvert par j dans 7', noté 7 < j,
s'il existe un sous-arbre 7" de T t.q. T
i est étiquette d’une feuille non finale de 77,
j est étiquette de la feuille finale de 7".
. dr ]

e Une relation transitive qui détermine la forme de T'.

e Lemme: Si (T,T") est une paire de base de nom (a, b, c,d)™, alors
idpr j ssi idp j ou (i€ [a,betj=c ).

[} — t

7 #]TC 1 Apr e

o’

~» Appliquer I'associativité (dans le sens positif) = ajouter du recouvrement.



Discriminants (suite)

e Pour chaque paire 7 < j: une partition de I'associaédre, 1< j / i 4j.

e Principe : On ne peut passer de la région 245 a la région 2 j

que par une paire de nom ( <i, >i, j, ... )T.

une

e Principe Bis: Supposons j—1 47 j (donc ¢ 41 j), i <p: j, et en plus ¢ 4/ j—1.

Alors tout chemin de T" 3 T’ contient au moins deux paires « associées a j ».

e Démonstration : Soit (Tp, ..., 7;) un chemin de T' a T’. Puisque j—1 n’est pas
couvert par j dans T'g et I'est dans Ty, il y a un premier r t.q. j—1 est couvert
par j dans T'.. Le nom de (T,._1,T;) est (a,35,7,...)".

- Cas 1: i < a. Alors % n’est pas couvert par j dans T',.. Donc, pour que % soit
couvert par j dans T, il faut une autre paire de nom (<i,>14,75,...)".

- Cas 2: 7 > a. Alors, par construction, ¢ est couvert par j—1 dans 7'.. Donc,
pour que % ne soit pas couvert par j—1 dans T, il faut une autre paire

de nom (<3, >4,7-1,...)".
a



Noms

2458

(12,3 V

l(1,2,2,3)_

2334

Q3451

244

(1.2.4,51

(1,2,2"4)+\

144,44 .

=

E»

Q>



Couleurs

e Application: De /22\ a /é\ , la distance est 4, car tout chemin
contient au moins+une paire de chacune des quatre couleurs :

(- 2,8,...) + (.., 3,4,..)7T (1,#2,4,..)F
— (...,3,3,... —
(ery2,...,8)" ( ) LT (o 2,2,..0)7F
(244.5¢ (12,347,
//?)\ (123,5¢ /Q\ (1.4,4‘3)+
(23357 (1223) (12237
+ +
(23341 />>>\ &&=y /<>>\ w /<<>\ == /<<C (2,3,3.41
(344,57 (3,4.4,5) 1(1,3.3,45*
(1.2,2.32* /Q\ (13457 /<§\\
(234,51 (|,2,2,v4)\

e Corollaire: d(n) > gn — 2.




5. Utiliser les noms (suite) :

la relation d’effacement




Effacement

e Pour pouvoir faire des récurrences descendantes

o Définition : coll; (T) := T collz 43 (T)
effacement dans T' 7 7
des feuilles dont 1 l/ﬁ 7
I'etiquette est dans I : ® 6 = >\6 - 1 .

e Lemme: Si (T,T") est une paire de base, alors
- ou bien (coll (T'), coll; (T”)) est une paire de base,

- ou bien collf (T") = collf (T") et on dit que (7', T") est I-collapsante.

e De la:

dist(T, T") > dist(collf (T"), colly (T")) + I-dist(T, T"). J




Cinq tiers

e Mise en ceuvre 1:

3p+1

p+1 p+2

e Proposition: dist(Tp, T},) = 5p — 4.

e Corollaire: d(n) > 2n — 3.

5
3




Sept quarts

e Mise en ceuvre 2:

Ty T),

e Proposition : dist(Tp, T},) = 7p — 5.

e Corollaire: d(n) > %nf 6.



Etat de I'art

Mise en ceuvre 3 :

T ,p T

m,p

/
Tmfl,P Tmfl,p

m—1 zigzags, longueur p

m zigzags, longueur p

/
m,p

e Proposition: dist(T, p, T )=4mp—3m —p+ 1.

e Corollaire: d(n) > 2n — 2v/2n + 1 pour n = 2m?2.




A chacun son Graal...

e Une vision du paradis :

e Conjecture : dist(Th,,T,,) = 2n — 6.
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