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transformation de programmes

THÈSE
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(spécialité informatique)

par

Jean-Yves Moyen

Composition du jury

Rapporteurs : Roberto Amadio, Professeur
Neil D. Jones, Professeur

Examinateurs : Bruno Gaujal, Directeur de recherches
Claude Kirchner, Directeur de recherches
Jean-Yves Marion, Professeur (directeur)
Jeanine Souquières, Professeur (présidente)

Laboratoire Lorrain de Recherche en Informatique et ses Applications — UMR 7503



���������
	��������������������������������������� ����!



���������	��
�����������

��� ��������� ����� ����� ��� ������� � � � ��� ��� ���!� ���"� ��� ��� � � ����� � � �$#�����%&��� ���('*) ��� � � ��������� !,+�� ������� �!� ��� � � 	�� ����-,���
-,��� � ���������/.����0� � ��� � � ����� ��� � ���1����� ��� � �2�3� �1��� � � ���� � �4�5� ��� � ����� ������ 	 �����4�5� ��	�	������/� � � �����6. � � ���7� �
� ����� � ���8����� �:9 � �;���<� ������� ������� ����	 !

����� � � ��� ��� � �=� ����� ��� ��� � ��� ��> ��� �@? !A����������-,��� �������=9 ����� ������������(.�� �B-,����9 �BC ��������������� � ����#�� ���� ���;� ��� �
����� ��	 �2.0� �D�E� ����������� ��� �����1F ��	 ������������ ���0-,��� � 	 ���2� ������� �� ���/� ��� � � ����� .�� �G�������G� ��� ��� � � ����� !&�����2����� � �2# �
� ��� ����� ��-,��� � � ��� � ����� ��	 �2.7�H� I � ��� � ��	�	 ��� � � ����� �7� � ���$# � ��!

��� ���8� ��� � ��� �=��� � �,J ��� �������D+�� ��� ���K�H� � ����� � ��������	 ��.G�H� I � ��� � ��	�	 ��� � � ��� ���@L �������DM����N9 ���*%OF ���=�/���GP�� � � �������
� �K�������������BQ����/-,���;#�� �����H� � ����� � ����� ��	 �2.7� �0C ��� � ��	����������7�(�19R���2S�!

T � �K� ��� ����� � ����� � � ����U 	�������� � � �����K� �1L �2�����VM��=�N9 ��� �2����� � � ��.������=�$UE� �XW ����� � ��� �D. ��. ���2��������� � � 	 �����0� ���
��� � � ����� !A? ���6I � ��% � ��� � ���������D� ��� ��� ����� ����� 	��;��� ���Y� ������� � �$C ��������� ����� �Z��� ����� �� ��	���� � � ��� �7[���.8�(.������ � ��\���� �]%
^ ������.7J � � ����� � �KL ��� �����_�"^ ���;� � � � � � �����E� ��� � �� ���/��� � ��� � ���`�(.�!�� ��� � ����� �(U ��������!

� �Y�6#���� ��	�� � � �8�6����� � � ���;��% 	 ���2C �����B����� � �*� �������������% ����� ����� ��������� 	��2.�� �;� � ����� � ���X�(�a� ���&��� � � � � !@��� ���
� � � ��� � ��� 	 ����� � � ����������� � ��������� ����� ��� ����������-,��� ����� �4�E� � 	 ���2� ����� �4C ��������!

? ��	$����� � ���N9 ����� �	� � � 	���� ��� � � � �!� �0C �=� ��� �����E� �����!.]�(�/-,�$. ��� � ��� �����&� !Nb ����� �!.����`� ��� �G-,���	9 � ��� � ��� ����� 	����
�`��� ��� � � �(U ���H9 � � � � ���8� ��� � ����� ��� ��� � ����-��<� ����� ��� �	C ��� � 	 �����!� ��� !=J�. � �����2��� � �2��	�	 ���������!-,�������`� ���������8� ��� �
	 ���/����� �G� ��� �������� � �����$.���� ��� ����	�������������������� 	 ���/�������!� � ���/#�����%_9 � �;������� � ����� ���.�!N��� ���('c[�� ���ed ����� � � �YS�� �����
�E� ��� ��C ��� ������� � ������� ��� ����	 � ��� ��� ���f# � ������� ��� ������������� ����� �:9�� ����	A#�� �4-,��� ����S ��������� �1�H� �=� � ��� ��!

T � �7�X� � ��� ������� � ����������� ��� �B� � ���hg � ����� ����� � �*� b �������/�������4�5� ��� � 	 ����� ���X� �"�(. � ��� 	�� ��� �����B� � � � � 	�� ���
���8� 	�� ����	 ��������� �K� �=� � ��� � �������4-,��� ��� �����/#�����!e��� � � � ��� � ��� 	��;��� 	���� � ��� �����f#����8����� ����� � �����VF ��� �&S�UH%/+ ����� '
F ����������%eT ����� ��� �8%�F ��� �/%Ag ���5%Ai!�E%<F ����������%AP������fS�%jQ � ��%�M�����������%A[�� ���������8%jQ � ��% !�!�! � ��9�� ����	e#����1-���� � �8�(Uh-,���
9�� �=��� ���������$��� �;.������e� ����� ���������E� ��	����_� ��������� !

����� �����=��� � �e�4W ����� ��	�	 �Kg����;���=� ���H� � ������� ���2.�.�� � �����Kk�l(m2n_o$phq�resutOv m_w pNxys`w !������ � �e�7J ��� ��� � ���z9 ��� ���/%]W � ����� �
L ��� ������ ����L ��� � � ���/�"+ ������� �OS{�H� � ����� � ������� � � ����� �;.�����9 � �
� ��� ��� � ���6J�.8� �z%$+K���2.�� �����<%/L ���N9 ��������%(| � ���=%/�������('
F ��� ��� ����	������ �DQ(S ��� �����5���7�5� � ����� ��	 ����� �����H� ���5C ��� � �4����� 	���� � � ����� ��� � � ����!

����� �����"+	S&� ��� ���1M���� ��� �]%�M0} �����=~��@Q �������RS]9 � �7T �=��������������� �������h�H� � ����� � � ��. .�+:g�W��KL�! ����� � �*% ����� ���1'
� ��� �8%��4��� ������� ��� �:T ����� ��� ���8%=L ������%N� ���6J �NS � � ���(U�� ������� �:� ��� ���$���OS����	�H�y� ��� ��� ���G� ��� ��� ����� ����������� !������ ���
�E� ��� ���� ��W ��� � � � 	 ����� ����� ��	�	�� � � ����� ������� � ����� � �����7C ����� ����%<�3��� ���('c[�� ���/d������7Q��f� ����� � ��� ��� � �Y?�� i ��� 	 �����
��� ��� ��������� ������ � �K�6��� ���('ZF ���=�/� �BF���������� ��� ��	 ����� �����5� � �2.�������� !

����� ���z% ��� ��� ���=%�� � ��?X%�� ����� ��%�F ������� ��%G� � � � ��� �]%�F ���$�/�H%������ ��� ������%��������N}7%�J�^D>KP6%�L ���N9�%�^�S�	 ���������<%
L��=����������%]P4S � �;S�%]�K��%OP��������_�&S�% ����	�����%NM�� �e%O?0T!%NT	F���%N� �8�����/%OJ�. ��S�%N+ �fC ���]�H%N+ ����� ��%N[ �=��������%=Q��8��%Og�� � �z%�� ��� �������]%
|!� ���;S�����%��&FD%HL � �;� �/%�+ ������'ZF ����� � ��%<F ������� ������%HT �=��� ��� �8%Hg ����� � ��� ����� � ����� ��� ��� ����	 ����� ��� ������� � � �f. 	 ���/����� �
����� � � ��� � � 	���!

�



���



� ������� �	��
 � �����������


�����������! #"$�&%'�(� )
)�*+�,�#-/.'0/12�#03"546.'"5 !.71 8
9 ! 9 � ��� ��� ������� �Bg���� � �� ! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! :

9 ! 9 ! 9 Q&S�� � �=U � !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! :
9 ! 9 !<; Q&.8� ��� ���`-,��� !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! =
9 ! 9 ! > F ����	�� � U�� �2. !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! ?

9 !<; Q&S � �2# � � ��� ���2.8.������ �2��� � ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! @
9 !<; ! 9 Q&S�� � �=U � !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! @
9 !<; !<; Q&.8� ��� ���`-,��� !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! A
9 !<; ! > F ����	�� � U�� �2. !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! 9B9

9 ! > � ��� ��� ������� � ����	���� ��� � ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! 9 ;
9 ! >�! 9 Q&S�� � �=U � !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! 9 ;
9 ! >�!<; Q&.8� ��� ���`-,��� !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! 9 >
9 ! >�! > F ����	�� � U�� �2. !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! 9 :

9 ! C |G-,����� �����������B� ����� �(�(#������(D ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! 9 =
9 ! C�! 9 |G-,����� ����������� ������� ����������� � � !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! 9 =
9 ! C�!<; i:U�� ������� ��������� �2.�% ��� ������� � ��������� � �2.�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! 9 ?

EGF .'461&1&0H1I�#0J"B�(KML#.70HN,%O��P )RQ
; ! 9 T �����;.�� ��� � �����Di � 	���� �TSNg � � 	�� !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! 9 A
; !<; J�. ����� � ����� 	�� �f� � ��������% �2. ����� � �����V�X��� ����	�����! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !U;$>
; ! > F ��������������� ��� �2. !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !U;TC

VXW 05�TKY%7�!4Z%'1&�[�\�!0/1]1_^,1���-/KY0/1I�!0`�TP/P/"$�T%O�& ��T0 E(a
>�! 9 � �_� ��� ��� �������2� ��������� ��� ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !U;5?

>�! 9 ! 9 T ��U �������� ��	�������W � � �h� �_� �������� ! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !U;$@
>�! 9 !<; �Y��� � ����� ��W � � �3� ��� �������� !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !U;$A

>�!<; b � ������	���. � � � � ������	 ���fS������ ����� � � !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !b>Bc
dGe �!03"54R�T46"$�&PH��%71�46��%'�(�f�#0hgIi�jlknm V(V
C�! 9 + � ���;S�����	���.8� ������������� !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !b>B>

C�! 9 ! 9 � ��� � ��� ������� �0��� �YW�� ! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !b>B>
C�! 9 !<; T � ���� �Y��� � ����� ��W � � �3� ��� �������� ! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !b>$C

C�!<; �D����� �f' ��� ������	���. � � � � ������! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !b>B=
��� �



C�!<; ! 9 �D����� �f' � � ������	��2.�� � � � ����� !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !b>B=
C�!<; !<; F ��� ��� �2.������ � �������V� ���������	� ! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !b>B@

C�! > W � � �����7� � ��� ����� ��� ��.�� ��� � � � ��� !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !b>BA
C�! >�! 9 �	�
����� ��� ����������

MPO′ + L•M�
!
! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! CHc

C�! >�!<; �
MPO′ + L•M �

��� �����������	�
����� !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! CHc
C�! C ������� ! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! CH;

8 e �!03"54R�T46"$�&PH��%71�46��%'�(�f�#0hg������� m d 8
: ! 9 F ��� ��� �2.����������������"����������� �!� ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! CH:
: !<; W � � �����7�(� ���$.�����# � � > 9 ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! C5=

: !<; ! 9 �
LPO + L•M �

��� �K�������������"���!� ! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! CH=
: !<; !<; �#�$�"� �!� � � �K��������

LPO + L•M�
! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! ! CH@

: ! > �D����� �f' ��� ������	���. � � � � ����� ��� � ��� ��� � ! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !U: 9
%'& P/1&0/46 �N\�!0)( 05���T% 8 V
=�! 9 J�. � � �=�(U ! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !U:$>
=�!<; � ����-,��������8% ����� �8% ��U(. ��� � � ����� !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !U:TC
=�! > g ������������������� !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !U:B:
=�! C T!� ����	 ��� � ��� �. ��� �`-���� !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !U:$=

a W 05�TKY%7�!4Z%'1&�[� L#4R� �T0H1&1&�[ !�T"B0/1 8[Q
?�! 9 Q��;\�� 'RF ��������4W � ����� ��	���� ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !U:$A
?�!<; Q��;\�� 'RF ��������4W � � ����> � � ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !b= 9

?�!<; ! 9 ? ����� ��� ��� ����� �=�$U �2. � � �=�(U ! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !b=5;
?�!<; !<; g ����� � ����������� 	���� � ��� ������� � � � !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !b=H?

?�! > J�. � � �=�
� ������� ��� ��� ������� ��� !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !b=BA
* F 46.'"5 !. 0/� L#.746"B0 a )
@�! 9 J � � ����� ���4W ����� ��> ��� !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�? 9
@�!<; ?D. ��� � � ��� ������	�� ���� ���6��� ��> ���$'cQ��;\��4b ������� ����� �� ! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�?T>
@�! > �D�����;-,��� ����U � � 	������ �2��	�	��;. � ����� ������� � !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�?$:

Q'+ �#46.'^,1�0J�#0/1 �TP/1&0H4Z �N �!0)( 0H�_�T% * )
A�! 9 > ��� ����������� ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !b@ 9
A�!<; g �������������������E�H� ���
�2. � � �=�V���7W ����� � ! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !b@5;
A�! > � ������� ��.X�(�
� ��� 	 � � ��� ���_� � � ��� !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !b@$C

A�! >�! 9 F ��������U � �2.7�H� ���
�� ��	�����%�������� ����� �-,���� !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !b@5:
A�! >�!<; Q������Z' �� ��	������ ! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !b@B=
A�! >�! > F�[@WG> ��� �� ��	���� �������Z';9 ��� ��� � !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !b@H?
A�! >�! C �����������E.8-,��� � � ����� ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !b@B@

A�! C F ���/.�� �������������R'c�N' ������� � ��� ��� ������� � � ! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! ! !�! !�! !�! !�! ! !�! !�! !b@BA
F �[�#"B.7 !1&%'�(�#1 0H�]L 0H�T1_L 0/"B��%/.(0/1 Q V
0I%/1 .'%'�!2[��46L43#%'0 Q�8

���



��� ���� ����� ���� �

	�
��������
������������������ �"!$#�����%&�'�(�
? ��	$����� ���6� ����� ����	������ �B� � ����� �$.��������B� � ��� ������� ����������� � �2.X������� ����� �����/.����

1930
	����K+ !Ag<��������*) g<��� >B=,+*%

+ !$F �&��� � �*) F �&�Z>5@-+ ����Q !(F !&P�� �������.) P����&:5;/+�0 ��� ��� � ��� ��� ���21 %���� � ��� ��-,����� ����� ��� �����:C ����� � � ����� ��� ����� � 	���� �����f'
����������� � ��!&F ��	 ���/����� �8%��6I8��� 	������ �������	C ����� � � ����� �������������=�������30 �=� ��� �Z'c�N'c� ������-,��� ��� 	 � � ��.�� � ��������� 	������� �=�6� ��%
������� �<� �;� 	 ��� � �V-,����� ������ ����{��� 	�� ���� ���1� ����������%<-,����������� ����� � ��� � �{C ��� � �������41 % � � ��� ��U ��� ���5-,��� ����� ��	��f� �
���f� 	�������-����K�H� �=� � ��� ��!(FD� � � ��� 	������������ � � � ������� ��� � � � � ����������-,��� ����� � � ��� 	�������� ��� ���$.���� � �K��� ��� � ��� 	�����U � �2.�!

T � ���/.���� ���6��� ���
� ��� 	�� � U � ��.�	 ����� � �X� ��� ��� � ���!������C ����� � � ��� � �����/.�� ��� � ����������������� � � ����������� � ��� � �������
� ��� ��� �Z����������� ��� � ����� � ���50 	 ������U � � 	������ ��� � � 	�� ��� �*� � � 	���� �7� � ������� ���61 !(i ��� �4.�� ��� � �������Z'f9 ��� ����� �D����� � �$.��������
� � ��� ����������������� ��� �2.D�$#�� � �0�(. �$��� ��� � �������&����� ��� � ��� �;� 	 ��� � ��� � � ��� � �*� ��	�	���� � �������{� � � 	�� � � ����� � ����� ��������� ��� �8%
	$������������������� �����$.�� �

1970
� ��� � ����� � � � � ���(UV� �BQ !AF �����7) F ���R?Tc/+ ����� !/��!/Q�� � � � � �8) Q � �Z?Tc/+ ����� ���1� ����� !

F ��	 ���e����� �8%N������� �����2S&�1.���� � ��C ���/���=� ����� ��������� � 	��2. � ��� ��������� � ��� ���/.���� ������� ����� ��� 	�� � U � ��.�!=b � � � � 	 ��� � �;�����
� ��� ���������	������� ��� �����Z��	e.������ ��� ���Z��� ��� ����� 	�����U � �2.��H� ������C ����� �������902v;: ��������� ���BC ��� �Z' � �$��� � � � 	�� �����H� ����	������
	 ������I���� � ��<��K� � 	 ����������� ����������������� ����� �XC ����� �������=1�� ����� ��� � � � ��U�����I � � � �����K���?> � �����X� �X� ���������8%A� �B� �����;#�� �
�A@ ��� ��������%������K� ������� ���(C .������ ��� �B02v;:6-,����� ����-,����� ��� �2.D� � ���8� 	�� ���6��� � � 	���� � � � � �����2�(> ����� ��� 	 ����� ����������� ��� ���������
C ��� � �������41 !Ai � �A@ � �]% ��� ��� 	 � ���0.��2�/� ����� ��� � ��� 	�����U � �2.1� ����C ����� ���������D-���� 	���� �*� .��2�/� �1� � ��� ����� 	�����U � ��.X� � �
���������� ���/��� � � � � ������� ������� �8%(� ����� ��� ��� � 	�� ����-������;� 	 � �����;��� �B���B�(. � ������������� � �����
��� ���� � � �$� ����� � ��	 � �f� ��� !$? �
	��;���8%�� � ���f� 	���� ������� ����� � ��� � ��� 	�����U � �2.7�H� �������������� ���$� ����� ������#���� �C> � ��� ��!D 	 ���������0� ���`�$%j� � �(U ��	�	�� ��� ����� ������U ��� ����� ��!j?X� ����� 	���� �]% ��� 	 �8� ����� ���OS����K� �6� ���������4� � � � ��� ��� ��� ���������D�
	�� � �������2��� ���0C ����� ������� ��� ���� � � �$� ��� 	 ���2� ��� � ��� � ������� �e� ��� ��������� ��������� 	�����U � �2.�� � � ���������� ���$� � ��. � � � � ��!�F ��� � �
��	�	���� � ��� ��. ��. ��� ��� �&�$��� � � 	 ����+ !�F ���������E)yF ���[=5;/+ 	$����� ����	�������� 	����:Q !OL ����������� ������� �!Q !�F �����F) L�F A5;-+*%O? !NT ���f'
� ��� � � ��� ! '*) !�� ����������) T �3AB>,+*%�� ����� �z� � � � ���(�(��� �������E� � �*� �������;S � � 	��2.]� ����� � � ����% 	$������> !$? !/���������8%&^ !eQ � �&} ��� �('
�����&� ����e% � !�^ �=C � ����� � ���H� �=����� ����!@� � 	 �8� � ��� ����� ��� ���������X� ���BC �=� ��� �����B��� ��� ���� � � �$� ���B-,��� 	 ����� � ������� �6� �
������� ������������� ��� ��� � ��C ����� ���������K�H� ����� � ����� � �4� � ����� 	�����U � ��.�� �������`-,��� � ����� ������� � �R' � � !

F � ����� ��	�	���� � ����� ��� �7I���� ��C ��� � � � ��� � 	���.����=� � � ��� !ji � �A@ � �]% ��� ��� � ��� �B� � � ��� � � ����� ��� ��.�� �������0����� �����������
� ��� ��� 	�����U � �2. 	����D��� ����� �8�X�����X�H� ���������� ���/��� � ��� ���������������� ���$� � � ��� ����� ��9 �=� �����K������� ���Z. � ��� 	�� � � �;-,����!e? �
�6I � ��% ������� �������� � ���$� � ����� ��8����� � �2.�	����e�(� 	 ����� ����������� ���X�����"C ����� ������� �������$.�� ��� ��	�	 ��� �-G�� 	����1������� ���
����� ��� ��.�� ��� � � � ����%���� 	 � ��� � �7� �����7-,��� ���
�1��� 	 � �E� ���e-��/.������5�$� � ����-���� ��� ����� ��� ��.�� ��� � � � ��� ��� � � � 	 �����=��� ���
� � � ���7-��<� ��� ��� 	 ������� ��� � �*� I ��� ��!/F ��� ��� 	 ��� � � �2# � �f� 	 ����� ��� ��� ����������� ��� ��.�� ��� � � � ���{� ����� ����� ������� � � ��� 	�����U � �2.���� �
� ��-,��� ��� ��	�	 ��� ��� �*�fsur=H v rIH*s nNrerApNx s6H;J�!�� ��� ����� ��� �2.������������������ ��� ��� � ����� ��� ��������������� �8� ��� � � ����	��f#���� � ������� � ����� ��������� �
������� � � � ���������� ���/��� �:� � � �����2.�� ��� 	�� �����`-,��� 	 ������������� ��� ��� �����GC ����� ����������� � ��� ����������� �������f����!&F ��� � ������� 	��;. �2�e� �
����� ��� ��������������� � ��� �8%��$.������ %�� ����� � ������������ � ��� 	�� � ���`-,��� �����8%�	���� � U � � 	�����%��*� ������� ����� ������� ��� ���� � � �$� ��� ��������������� �
��� � � � 	�� 	 ���fS��LK�� ����� ��� ��� � 	���� �2. ����� ��� C�� � 	��������=��� �8����� � 	���� ��.�� ��� � �����8����� �{.��&�$�6.�� �=������!Gb �KC ��� �V� �����
��� � ��� � ��� �����B� � �z� ��	�	���� � ����� �=� � ��� �B-���� 	 � �����f��� � ��� ��� ���OS������������ � � �������H� � �������7� ��� ����� ��� �2.�� �����������������=��� ���
� ��� 	��f#���� ��� � ����� ������������� ��� � �����K-,����	 ��� � �;������!

?�� ��� ��� � 	���� �]%���� 	 �8� � �=��� � � � ����� � �����<� � � ����� �<-,������� � � � � � ����� ��� ��� � ��� ����� 	�����U � ��.G� � �z� ���������� ���/��� ��������� ��.
� � ������� ��� � ���"C ����� � � ��� �����������;.���!H+ ����� �*% ��� � ��� � ��� � 	 ��������� ������������� �B� � ��� �e� ����� � � �������Z��� ��� � ��� 	�����U � �2.�� � �
C ��� � ������� ��!AF ��� ����	 � � � � � � �����;���<� � ���*M_n,NKoAxfvPO�s6H;J�s6NKoAxysQM s6H v�!�� � ��� � ����� � ����	��;��� ��� �<� ��� ��������� ��� ����� 	�����U � ��.
� � ���4C ����� � � ���{� 	����������G� � ��� ����� 	�����U � �2.K� � �z� ���������� ���$� ��%=� ����� ��� � ����� � ����� � ����� � ��� ����� ��� ���� � � �$� ��� ��������� ���
� ��� 	�� � U � ��.B� ����C ����� � � ����� ������� ���;.����R0 � �B-,��� � � � �������E�H� I���� �7.����`� ��� � ����� � � ��U ��� ��� 	��f������� ��� � ���������� ���$� � � 	 �����
������� ��������� ����-,���XC ����� �������=1 !�T<� ����� � �*% � � ����� ��	�	���� � ���1� � � ���e� ����� � ��� � ����� � ��� ��� � �4����� � ����� ��� ��� ��. ,�� U � ��� !
i � �A@ � �]% � � � � � 	 � � � ����� ��� � ���������,G�� ��� ���
����� 	�����U � ��.1��� ������C ����� � � ��� �����������;.���	����D��� 	�� ���� ���1� ��� � � ��� � �
� ����������� ������� � ��� ��� � 	���� ������� ������� ������� � � ����	 ����� � � 	������H� � U ���f� ���"��� �������� � ���$� �E-���� � �A@ ��� � � ��� � ��� � ���
� ��� 	�� � U � ��.�������������.���!
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b �j� ��������� ����� ��� � �$.������ ����� � �K� � ��� �����ZC ����� ��� ����	������� �=�6� � ���V��� ��� ��� � 	�� ���� ���1� ��%�-,��� ����������� � �����6I � �
C ��� � ������� � �����7� ��� �����
����� 	�����U � ��. ��� � �������&��� ������ ��� �*� �������;S � ��	���.���������� ��!AT � 	����8� � ��� ��U � � 	������ ����� �����Z'
C ����� � � � ��� � ��	�� ���� ���6��� � � � � ��� ���$.�����# � � w��'N��cr � �hQ !�F !GP���������� ) P����&:5; +D-,��� �;��	�� �`-,�����z� ��U ��� � �������Y� �
��	e. � ����������� ��� � � ��� � �*� .�� ���f� � ������� 	���� � � ��� ���R) �,M7QRA5>-+������ ��������� � �����2��� � ��� ��� ��� � �����`-������ �����6� � ���7�$.�C ��� ��� � ���������
� �6W !H� ��� ����� ) � ���6ABc-+ ��� ���
�Z��	 ��� � ��� 	�� ��� � � ���3� �6� !�g<��� � ����� ) g<��� @5=-+ � � �*� ��� ����� �����������������3��� � ��� �����;-,��� �
���������� ���/���`-,�����0� � 	�� ���� ���1� ����������% � ���6� � ��� 	�� ���� ���1� ���������3�(S������ �;-,���6-,���!� ������� ��������� ��� � ��� ���V�6. '
� ��� �����������h� �6> !H? !����������D�H� ��	���#��0� ��� � � � � �=�$UE� ��Q !<F ����� )yF � �R? 9 %H+K�HA$C + 	/�����4� �z� � � � ��. � ��� � ��� ��� � ������� � �
+ !eT �;� ���K? !AQ !/Q ����� �����.) T@QRABA-+ !
	�
&
���� � ��� ���L
�
����2���I!$
 �L����


T!� ��� ���;S����Y� ��	�� ���� ���1� � � % �=� ������� ���������% 	 � � � ��� ��� � ��� �2�$�A��� ����� ��� ��� � �8�(U ��� ��.������������!:?X� ����� 	������
�*� �������;S � � 	�� ��	����8����� �H��� � �G-,����	 ����� � ��� � 	������������ � ��� � ��������� 	�����	����;. ��.��H�H� ��� 	������� �=�6� � �����6� � 	���� ��U � � 	����
��� ������� � � ����� ����%������"� ������� �2��� ��� ����� 	�����U � ��. ��� ���6C ��� ��� � ��������������� ��� ����	���� � � ����� � ��� ��!<i �1�H� �=����� � 	������
��� ��� �����ZC ����� � ������� � � 	�� ���� ���1� � �D-,��� �
	 �����7�$� ���H� ����������� �]%��
	����������B�H� ��� 	�� ���� �=�6� ��� ��� �������*%���� ��� ��� �
	�� ���� ���1� � ����������������� ���3�6I � �5C ��� � ������� � �����6� �E� �����;#�� ��� 	��;��� �A> ����� �

�
!:L � ��� ��<��]% � � � � � ��U�� �2I8���8� ��� �

������.�� ��� ����� �0� �6�6.������������� � �7� � �$U ��	�	�� � � ������!�� � 	 ����� � ��� ��������� � ��� � �������4��� 	������� �=�6� � ��� ��� �RC ���2�6. 	 �����
���8-,����� ������� ��� ��� ��	�� ��	�� �f.��2. � ��� ��. �2.�	�� ������.�� � 	���� ��� ��� �����ZC ����� � ������� ����� � '*�6I8����!

T!� ��� ���;S������ ��	������� �=�6� ��� �4� ��� ��	�	�������� � � �����@.����;����� ��� �:������� � ����� �����:����� ��������� ��� ���XC ��� �!����� � ����� ��� � �
�;��	 ����� ��� ��� �=� �ZS � �2#8�������(C ����� � � �;-,����!NW ��� ��U � � 	�����%�� ��� � �:� � � ����� � ���������,G�� ��� ����� 	�� ��	�� �;. �2. �:� ��� 	������� �=�6� ���
� �������_-,�$.�������� � ����� ����� ������� � %]�6. � ��� � % � � ����� � �����=� � ��� � �������H� .���� ����� ������� ������� �������;����� � ��!]? ���1I8� ��% � �������-G���� �
����� 	�����	����;. ��.���� ��� � �(� ��� ��U(.�� � �2. � �2���������!� ��� ��� �����G����� � ����� ����0 	���� ��U �8��	�� �0�(� � �(� �D��� � ��� �8d�� 	 ��� ��� �����������
��� � � �����2����� 	 ���G����� ���������K� 	/��� �0�7��� ��� ����� �����-1 	 �8� ���� ���/� �8� ��� � �=�6.�������� ��� ��� �2.�������� �2.0� � �*� ��	�	�������� ������� !

T � ��� ��� �RC ���2� � � � ��� � � 	�� ���� ���6��� � % ��������% � 	��;� ��K��X� ��� ��	�	�������� ������� �0�$� � K���.6�$� �(.������ ��	�	 �8� ��� �B� � � ��'
���� ��������!�i � �A@ � �]% ��� � ����� � � � �V-,��� � � � 	������� �=�6� ���7. � � � � � 	������ � �1I ��� ��� �&�$� �������8% ���XC ����� ��� � ����� � ��� 	��2. '
������� �;�������8% ����� ���.��/.�� ����� � ��� � 	 � � �A> ����� ��� ������� �X-,���5� ��� 	�� ���� �=�6� ��� ��	 � �f� ���Z. � 	 �������*� ����� ��������� ��� ����� �
�.��$.�� ����� � ������	 �8� ����� 	���.����������f������� 	 ������� � ��I���� ��� �&�$� ��������!G� � 	 �8� � 	���� ��U �8��	�� �
� ����	 ��� ��� �*� .�� � � �2��� �
��.������ ��� ���F0 � � ��U 	 ������� ��������� �-1�� ������C ��� � �������Y� �7[ �;� ��������� � � ��� � �*� .�� � � �2��� ��� ��.�� � ������� 0 �����$.���� � �/1�� � ��� � � �7�6I � �
C ��� � �������<%���� ������� � � ��� 	���� ���	��� 	�� ���� ���6����.������ � ����� � ����� ��� � �(� � ������� ����� �8��� 	�� �&�$��� � 	����:��� ����� 	����������8���
-,��� �A@ ��� �����0� � �=��������	{�H� ��	����;����� � ������� ��!&+ �������z% ��� 	 ������� ��� � �;� �������������� ��� �������������8����� ��� � 	������� �=�6� � �������
����� ��� ��������������� ��% ��� � � �2' �=' ��� � � 	 ��������� � ��� �����(U�	������� �=�6� � ��� ��� �6�(.���������	�	 ���D��� ���������� �����������D��� ������ ������ �
��	e. � ��� �������������1� � ����#�� ���=� ��������������% � ��� �����"C ����� ��� � �����6�(. �/�������� ��%�� ����� �z� ��U(. ��� � ��� � ��	���#�� �;��� � ����� �BC ��� �
�2�$�����0� � � ��� �����ZC ����� � ������� �B0 	��;����	 ����� �Z.����0-,��� ��� ��� ��� � � ����	�� ��� � � ���=1 �����3�H� � ����� � �����=9 ����� �K��� 	�� ���� ���1� �
�A> ����� ��!
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 �! #"$� �
F � ���������/#������8� ��� � ��� ��������� �������7� �1��� �(U �� ���/� � � 	���� � � � ��� � 	���.������ ���6� � �$U �2. �Z��� � ��� ��	�� � � � ��	��=�(U �����������2'

������� �*� �������fS ���{�H� ����� 	���� �X� � � 	�� ���� ���1� � �KC ����� � � �������������(� 	�� � � � ��� ���_� � � � �X�H� �=� � ��� 	 �������H� ��� �����������
��� ��� �X��� �8����!

T � � �ZS � �2#8��� ��� ����. .������ �2����� 	 ���2� ��� ����� �V� � ���f����� ���6C ����� ��� � ��� � ����� ������ �������C ����� �����������������(� 	����8� � ���
���_� � ��!!b ��� ��� �". ��.h� � �=��������	 �������;S �Z. � % ����� �=�6� ��� � 	���� � �3���������V�H� ���_� ��� �{� ��� ����� � ����������� !�? !�^ ��C ���=�����]%
+ !eF ��� ����� ���5+ !&� �����2� ����� ������� ��� ����.D-,��������� �2S�� �2#8� ����� ���2.8.�� � � �2��� � � ����������������	���� �*� �����������YW�� 0 ��� � 	 !
T�W�� 1 ����� ��� ��.�� ������� � ����� � ����� � � �G� ��� ��� 	�����U � �2.���������% ���80 � ����	 !�&('*)��+% � �41 ! � ����� � � � ����� ��� ��.�� ��� � � � ����� ����� �
	 � �E� ��������� 	 ����� ��� 	�� ���� ���1� �8��� � ��� � � � � � ����� ������� ����� �����$.���������� � �� ���/� � ��!

����� ��� � ����-,��� ��� 	 � ��� ��� � � ����� �/������� � � ��������� �@��� � ����� � ����������� 	���� �*� ��� ��� �(�(��� � � ���1����-,����� �f' � � ������	��2.�� � � � �����
	 ���;S ����� ����� � ��!�� � ��� ������� � ������� ����� �A@ � � ���f� ������� � ��� � ���f���:� ���*� �������;S � � 	��2.]� ����� � � ��� � ��9 �1� ��� ��� � ��� �����:-,���
����� �2S � ��# � ����� � ��. . � � � ����� � � ��������������� 	 ��� �YW�� 0 � ����	 !$T<W�� 1�� � ���(� � ��� ��� �������B-�� ����� ' � � � ��� 	��2.�� ��������� 	 ���;S,'
������������� ����� ��� �2.������ ��� � ��� �����������1��������� 	�����U � ��. �������	��0 � ����	 ! �����"���!�L1 !Hi � C ��� �8% ��� 	 �8� �B�6I � � ����� ����	��f� �
������� � � ������������� ����� �ZS � �2#8��� � ��������� ���5C �������V� ����-�� ����� � � � ��� 	��2.�� ������������!�i � � ��	���������� � ����� ����� � ��� ����������� � � �
	 ���;S �IK�� ��� ���������� ��. � �=����� ���������3) L�F �hg cBc,+*%���� ��� ������� � ����� ����� � �=� �2��� � ����� ���/� �`-,����� � ����� ����� � � ����� ��� ��.�� ���2.��
���5C ����� � � ���5� � �*� ���_� ���4� ��� ������������������� !

M������ �7� � ��� Q&S � �2# � � ������,/����� � Q&S � �2# � � ����� ������,e����� �
�D����� �f' � � ������	��2.�� � � � ���
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0
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? ��	��f���8%]9�� ���H.������ ����� 	 � � � � 	�� ���� ���6���K����	 � ���2. ��� � �Y-,��� 	 ���2� ������� � ��� ����� ���j���
�ZS � �2# � �4� ���2.8.������ �2��� �
��� � ���7������� � ��� ��� ����� ��� �2.�� ������������� !

T �6� �8�(U �f#8� ��	 ���������4��� ��� ���/#���������������� �����z� ��� ���;S����4� � 	�� ���� �=�6� ����.������ � �������������
������ ���� ��� ��� �X��� �8���
���f� 	���� �e.�!�T ��� 	�� ���� �=�6� ��� ����� �V��� ��� ����� � � �����RC ���2�6. � ��� ��.��������(U � � W � ��� � ��� ����� ��.��������(U ����� � �����2��� � �
��� ���;S��2.���!G�e� ��� � ��� �V��� ��� ����� �(.������ ��	�	e. � � ������� ��� �����;-,��� 	 ����� � ��� �OS����{�H� .������/� � � � � � ���=� 	 �H� ��	�	�� �������������
�(�aQ��;\�� 'RF ��������6W � ����� ��	����*) T���L�+ c 9 + % �=� ��� �Z'c�N'c� ������	 ����� 	 �����������7�(. � ��� � ��� ��� �����2� ������������� ��� ��� 	��f��� �� ���/�
�����X��� �h� � 	������� �=�6� ����!!? �h� �����f#����hC ����� � � ��.�� ��� ������� ��% ��� ������� ��� �����`-,��� 	 ����� � �]% ������� � ��� ������� � � ����� ����%
�H� �������fS �������H� �=����� ��� 	�����	����;. ��.����$��	������� �=�6� � � ���6� � ��� ������� ��� ����	������ � � �K�6I � �X��� � @ � � �2����� ���;��	�� �8����� �
� � � ��� �����ZC ����� � ������� �@��� 	������� �=�6� �G.��f.8����� � ����� ��� ��� ���f� ��������� � �	� ���7�(. C ��� ��� � � � � ��� !N����	 ��������-,��� ����� � 	 � � �!I���� �
. � ���/�$��� 	 ����� ���������� ��� ����	��f��	������!� ��� � ��� �����;-,��� � ��� �2����� �����:�H� ��� ���;S��������6� ����� ��� �RC ���2� � � � ����� � 	������� �=�6� ���
� ��������� � ��������� ������� ������� �4�6����� ���������7�H� ��� � � � �.��$.����`-,����!
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T ��	�� � � ����� � ����	�� � ���7�(. � � � � ������� �C@j.�� ��� � ��� �(�(#�������������������������� � � �����2.���	 ��� ��� �2��� ����% �=� ��� �Z'c�N'c� � � ��	���������� 	��='

��� � ��� � ����� �ZS � �2# � � ��� � ��. . � � � ����������� ������� ��� ��� ��� ��� ����� 	 ���8��� ��!/�e� � � ��� �(�(����� �=� ����� ������� ��� ��� ������� ��g<��� ����
�
� �������/� � ��� �8%j������� -,���09 � ��� � � �D������� ��� � 	���� ����� ��� ��� �8% ��������� ����������� ����� ���.��$.�� ����� � ��� �7� �6������� ���$.���� �;-,���6�
�����������������=��� ��� ��. � � 	 ����� � � � ��� �K� �����7� �7� ��� ��� ����-,��� ������� �8�(UV� �(�(#�� � ��� ���������2.�� 	 � ������� � ������� ������� �������6I � � �
C ��� � ������� ��!

T �D� � �(U �;# � � � � ��	�� ��� ���(. � ��� �������G��� ����� � � � � ����� � � �G� � � ��� 	�����U � �2.D� ����� ���2.���� ���������e-,��� ����� �������������������H� � �����f�$'
��� ������-,��� ��U ��� � ��� � ��� ��� ������� � ��!

T � ��� ����� �;# � � � � ��	�� ��� � 	���.������ ��� � � � ��.��2��� � � � �K�(.Z9Z� � U���� � ��� � � �2��� �*� �������fS ���X� � � ����� � �����������h�������ZS � �2# � � �
� � �2.8.�� � � �2��� ��!,T ��� ���_� � ����� � � ������������������� ����� � 	��2. � ������.��8%������ ���1� �������YW�� ����T<W���% ��� � � �j-,��� ����� � � � ��� 	��2. '
� ������������	 ���;S������ ������������������� �2. �Z��� � ��� ��-,��� ����� � � ������!

T ��-,��� � ���;# � � ��� ��� ��� �/-,���;# � ��� ����	�� � ��� 	��2. � ����� ��� � ����� ��.��2��� � � � � ��� �����,� � ��� � ����� ��� �G� � ���$# � ���Z��� ����� �ZS �Z'
�2#8� ���!� ����. . � � � ��������!=T � � ���_� ��� �	� � ������� � � ����� ���1�(� � ����	�� ��� � 	��2. ��.8����� � � �����!�H� �=� ���_� ��� � � ����� � � � 	���� �z� ��� ���;S����
	���.8� ��������������% 	/�����������7-,����� �f' � � ������	��2.�� � � � ����� 	 ���;S������ ��������������� ����� ��� �(�(��� ��������� � � ���2. �Z��� � ��� ��� ����� ����	 ���/����� � �
����� ���(. � ��� � �2. ��!

T ����� U �;# � � � � ��	�� ��� � 	���.������ � � � ��	��`� �8����� � � ��-,��� � ��� � ����� �2. � � �=�(UB� ��W � � �������	�(.8� ��� ��� ��-,�����;-,��� � � �8�1� � �
� � � ������	 ��������� ��� ��� ���;S���� ��� �����:-,���1-,�����;-,��� � ��� 	 ��� � �������.8��� �;-,��� �K� ���z� ��� ���;S������������2. � � �=�(UY� �6W � � ��� � �7� � �
�� ��	�������!

T � � ��	 ���;# � � � � ��	�� ��� �B� ��� ��� � �����6� ��� � ����� 	������� �=�6� ��� ������� ������� ��� � %�����	��2. � ��� �2.�� 	����0� ���D� ��� ���������D�
� ��� 	 ���8��� �8% 	 �8������� �	I���� ��� �(�(.�� ���Z. � 	����:� � � ��.��������(UB� ��W � ��� � !=����� ����� � �2����� ���������&���-��Q��;\�� 'RF ���������W � ��� �$> ���

�-,����	 ����� � �G� � �Z��������� 	��2. � ���Z.8����� � �*� .������f����������� � ����� ��� ��� ������� � ��� ���=������� ����� �:� � �*� ��U(.�� � ���������H� ��� 	�� ���� ���1� �
��� ��� �X��� �8����� �K� ����� ���������2� ��������� ��� �;� 	�� �`-,��� � ��� ���7�(�
	�� ���� �=�6� ��!

T � �&��� � �f#8� � � � ��	�� ��� � �=9 ��� � � � � ��� ��.������=�$U ����� ���� ������� ��� ��� �6.8����� � � ���;������%�	 ���2� � ��� ���������������7� �
����� ��� ��.�� ������� � � ��	�� ���� �=�6� ��� ������� ������� � � ��� 	������ �

�
0Rs v 	 ����� ��� ��I � ���4.������ � � � ��� ���������
	�� 1 !

T � ��� �����;# � � � ����	�� ��� � ������ ����	 ������� ��� � ����� � ��� �����;-,��� � �$.������ ����� � ���K� �z� �������fS ���B� ��� �2. � � �=�(UE� �BW � � ���*% ���
	���� � ��� ��� ����� 	 ����� ��.�� ����������� � ����� � �����������E�H� ���
�2. � � �=� � ����� � ��� � ��������� �&S�	 �����$# � � ��!

>





� �������	��
� �

� �	������
 �	� � ���3� � � 


F � � � ��	�� ��� � 	���.������ ��� ��� ������� �(�(#������@� ��������� �����<� ���������2.�� 	���� ��� �2��� � � ���@.�� �=��� � � ��� ���<.8-,����� ������������!OT � 	����8� � ���
� �(�(#���� ��� � � ���f����� � �7� ��� ���������X� �"g��������� !�b � � � �B� � � �����Z."����	$����� ����������8� 	�� � ���6����� �(�(#�� � � �$.������`-,���{� � �
������� ����� � �0�������B� ��� ���$.���� � � ��� � ��� �������������=������� ��. � �4� � ��� � ����	�� � U�� �2.�!AQ � 	��2. � ����� � ��� � 	 ���2� ���D� � � ����� � ��� �����
�����B� �8�(U �=� � ��� �4���(�(#�� � �X����� � � ��������� ���/.���� �`-���� � ��� � �8� ��� �Z��� ��� ��� � � �G-,��� ����� ��� �B����� 	$����� ������� �{��� �����������
�2�(> ������� ��!

Q�� ��� ����	�� ���/� ��� �(. ����� � � ��� -����3� �������h> !�? !���������� ��� � ����	�� ��� �
6

� � ����� ��� ��� ���!n,NKoAl(Hcp�� suxys6H�� pNr��
�!n,NKoAxfvPO�s6H����_m2n,N p���m�n�:�m2p,NFN1sur :���v m_wzo/v2MAH*sutNv ) �����ZAH? + %$���
������ ����D� � 	�� ���� ���6� ��������� ���B�(. ����� � 	������
� ? �8�(U ��� � �8�X��������� � 	������� �=�6� ��� � �K� �B� �����$.�����!
� � �EC ��� � �������h��� �Z.8� ��� ���`-,���B-,��� 	�� ���e�E����	�� ���� �=�6� ��� �K�����X� �����$.�� � � � ��������� �4�����X� �����$.��X-,��� ��� �

� ����.��2��� � � ���(��������� ��� !
� � ���5C ��� � ������� � �E� ���2�����E�(� ���8� 	���-,����	������/� ��� 	������� �=�6� � � �������E�������$.��
� � ������������� ��� ��� � 	��

�$.������ ����� � � ���
�������������$� 	������� �=�6� � �2��� � ��� ���B�������$.���!
F ����� � �$U ������� �X��� � � � ��� � �(U6C ����� � � ����� ����� ��� � 	������(. � ����� ��U 	�������� � � � ��� � 	 ����� � ���������{����� ��� �����:� �&�$#�������� �
������� ������	��2. � ��� �2.�� ��� �*%$� ������� � ��� ��C ��� �����4��� ��������-,��� � � �����B�(. ����� �������
��� 	 ������� ��� ����������� 	��������f#8� ��!

�! "� #%$ �'&V
 V���)(V�+*-,"�	
�/.
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T � �B� ��� ��� ��� �X� �5g<�������� ����� �X��� ���(�(#�� �5� � �������������X-,��� �h.��2.".�� ����� � 	����1+ !	g<�������� ������� � � � �����$.�� �
1930

) g���� >B=(%@g�M A5:/+ !�? ��	$�����8% ��� ����� ��� �B. ��. �������� � ��� �B.��2�/� �;.�� � � � � ��������� �7� ������� ������� �X� � ��.�C .�� ��� � � 	 �����
�(. ������� � �1-,��� � � ������������������� � 	 ���K��� ���_� ����� � � ��� �����������`-�����!e? � �����X��� � � � � � � ��� ������������� �Z��� � �����(�(#�� � � ��� � �����
��U ��� � ��� � 0 ��� C ������������� ��� � ��� ��� �����X��� � ��� ��� ����	 ��� ������"� ��� ���$����� � % ��� � ��� ��� �5� � �z� ����	������ ���8% !�!�!21X-,��������� �
����� ��� ��.8-,����� ������� ��� ����� �����2� �7� �4C ��� � ������� � ����������������� � ��!

b � �*% � � � �����fU �{.��2.�C ��� �4�H� � � � ���������7� � �0� ��� ���������0�"� �8�(U ���$����� � %A��� 	 ����� ��������� � �2.����D�����`-���� � ��� � 0 � �����
�2��� � �]-,����� ��� ����	 � ��� 	�����. � � � � �/1 ������� ���$�����5������� � � ��� �*% �Z��� � �]-������ ��� 	 � � � � ����������.�� � ������!

b �(C ���2� ������� � ��� �8%]������� ��� ��������� ��g���� � �� � ��� 	 ��� � �
2
���$����������� ' ������������!NQ&��� � �����������H� �8�(U ��� � 	 ����� ���������$.��

����� �2I � �D� � � � � �2������!�i ��C ����� � � ���{� � ��� ��� � � ��� �f��� �Z��� � ����-,��� ���$����� � ����� �z� . � � ����� ���4� ��� ��������%���� �=� � ��� � � �
	 ����������� � 	 ��� � ��������������� �����������A. � � �]%$� �7�(.�	���������� � � � �2I�������� ������� �2��� � �����H� . � � � � �0������������������� ����� � � ��� 1& ��
.'0J�#0/ �N,%7-/KY0n�� 1 46� !/b ��� � ����� �8� ��� �8%������K� �����/.���� ����� � ����������� ��� � �Z��������� 	���� � � �7�(�
	�� � � ����� ���$����� !$T ����� � � �
�(��	�� � � ����� ���$�����
� � ���B� �8�(U �f#8��� �2�$� ����� ��� �K������������!A�D� ���/� ����� ��� ������� � ������� � �K��� ������� ��� �E. � � �]%�����	 � ���
��� � ��� � ��.��2��� � � ���(������������� �2��� ���B� � �(U �;# � ���2�/����� !

T � � ����� U5�H� �����7� ��� �������B�6� � �$U ���$����� �R0 �=�
��� �8�Y�H� ���
��� ��� ���Y�H� ���
��������� �4-,�����������/-,���-1 	 ���2� � �K��� �����
	���� �!�H� � ����� �@���1���(�(#�� ��� ����� � � ��� � ��� � � �;� 	�� ���4�(. � � � � �50 	���� � ��	�	 ����� �=�(UX� �(�(#�� � � � ����������������������� � ���$�������
-,������� ���/-,���/1����X�H� �=� � ��� 	���� �B� �{C ������� �=� � � � ��� ������� �(� 	�� � � ����� ���$����� 0 ��� ����� ����� � � �8��� �-14����� � � � ������������� �
�*� � � 	���� �0� ���������2.�%����4-,��� 	 ����� � ����� �1��� � ��������� � � � ��� 	�����U � �2. ����� ����	��������������Z' � ���$.���� � ��%�� � ����� ���1� ���������������������
687�9 �$�"� �!� !

T � �H� ��� ������� � � ��� � 	��2. � ������.�� � ������� �����@����� �����������B� �!����� � � � 	 � � ����� ��� � ��� � ���/.�� � ����� 	����<� � ������� �������f� ������� � �
� ��� ��.8�$��� � � ��� � � � �2S�� �2#8� ����� ����. . � � � ��������!�F ����� 	 ���2� ���"� �h�(. � ��� �"�����������2� ����������������� �����{� � ��������	 � � �����
����� � ��� � ���$.�� ��� ��� �B� ��������������� ��	�	���� � �������f� ������� � �7� ������� � � � ��� �&�$#�������� � ��������������	���.������ �2. ��!

:



�nP�� �#%O��%7�[� )��l* 46" 3!%7�!03�#0 W  ��T%7� 2����
� ��� N6p M
	(surAv ��v��(l(m sur�:

M
��� �����Y-,��� � ����	���� �

(Σ, Q, q0, qf , F )
��� �

� Σ
��� ����� pNx o	$p �_vAH ����� ����� 	 ��� � ��� � ���"� �������

2
�2S,��� ��� � ������� � �����ZS&�X� ����� ��	A.�� �����

t
-,��� � ��	���.������ � � ���

����������!
� Q

� � �����
��� � �8�X����� �������H�6J H p H w !
� q0 ∈ Q

� � � �*� J H p H�sures6Hzs p=x !
� qf ∈ Q

� � � �*� J Hcp,H��!rAp=x !
� F

�
Q× Σ× Σ→ Q×∆×∆× Σ

��� � ��� ��n=r4M Hzs n=r-��vBH*m2pNr/w s6Hzs n=r � ��� �
∆ = {→, ↓,←}

!

0213041�� 5 � !$
�
"�L��� � �
�nP�� �#%O��%7�[� E �l* �Z�&1����
Q���� �

Σ
��������	����=� � �.0Zs v7���
����� �8�X�����7� � ��� � � ��� �P1 !/� � N�n,H��Z���

Σ
��� ������� �2��� ��� �������7� � ��� � � ���

ω = a1 · · ·an
!

T �4� ��� ���`� � ��� � ������.
ε
!

� � ����� �
Σ∗ �z� ��� � �8�X�����7� ����� ��� � �2���

Σ
!

W ����� ����	��2. � ��� ����� � � ��-,��� ���$�����5��� ' � �!�����	�H� �����X� ��� ��� ���B����g���������e%����Y� � � ����� �1� � �(U
	���� � ��!HF ����� � ����� ���Z'
	 ���/�E� � ����	 ��� � �����$����� ���5��� ���/� � ��� ��� �����/. 0z-,��� ����� �������;����� � ��� �2I � �B� � ����� ����� �/1 � � � ��	���.������ � ����	����������
	���� � ���1\������7-���� � ��� 	 ��������������������� �2S,��� ��� � ��� �C@A.�������� ��� �

t
!$W ������C ��� ��� � ����� � � ���(.�	������ � � ����� ��� � ��� ��I � �B� �

����� ����� ��% � ��C �=� �7-,��� ����� ��� � � ��� � ��� �����6� � �0��� � ����-���� 	���� ��� ��� ��� �����N9 ��� ��� ����� �Z��� ��� ���$����� 0 �����(.�	������ �8� ��� �
� ����� �2I���� � ��� � ����	 ���/�
������� �K�"�$.�	����������0����� ��� ����� �1��� ����� 	�������� �*� �=� � ���-1 !jb �<C ��� �7� �����#� � ��������� � ���

�
��� 	����������

������ ���X�$� ���$����� ����������� 	������1-,��� ��� � ��	���.������ ����!jF ����-,��� 	������ � � �������2��� ��� � �;� 	���� � ��� � � ��	��2. � ������.�� 	����D���
� ��� !

�nP�� �#%O��%7�[� V � ( 461 �#0J"B46.7"B #.����
Q���� �

M
������� ��� ��������� ��g<��� �����!=� ���!��v�wAM m s o4H*s nNr5sur$w HcpNr=H p=r4J_v�� �

M
� � �:����-,����������	���� �

p = (ω1, ω2, ν1, ν2, q)��� �
� ω1, ω2, ν1, ν2

����� �!-�� � ��� ������� � ��������!
ω1

���
ω2

C ����� ��� � � ��	�� � � ������m l �_pNre%
ν1

� �
ν2

C ����� ��� � � ����� �(U �;# � �
m l ��p=r�!<T ��� 	����8���;#�� ��� � ��� ��� ����� �

ω1
� �

ν1
� �����1� � � ��� N�pNm
��lIJ_v�w !�i ��� � �X�(. � �������� � �z� � � 	�������� � ��� �]% �Z���

� ����-,�����2�/������%$�����RH��AHcv�w���vBxfv2M Hzl(m�v !
� q ∈ Q

� � �����E.�� � � !
� � o$pNw ��v�M_pNxCM l(x 	 ���������V� � 	���� � ���V�H� ����� � ��� � � ��	 ������� ����� � ��� � ���$.��3� ����� �=� � ����!�Q��

ω1 = ai . . . a1
%

ω2 = ai+1 . . . an
%
ν1 = bj . . . b1

� �
ν2 = bj+1 . . . bp

0 ��� �*� ���a�����B-,������� ������� � � � � � �`� ��% ��� � �������;�(#����{-,��� ���
��� � � ��� � � � ���$.1��� 	��;����� �8��� �

t
1�% ������� �K��� 	����0� � ������� ��� 	 ���2� � �7� ��	���� �����4� �

p1 = (ω1, ω2, ν1, ν2, q)
�

p2 =
(ω′

1, ω
′
2, ν

′
1, ν

′
2, q

′)
� �������

� F (q, ai, bj) = (q′, δ1, δ2, c)
!

� Q��
δ1 =↓

������� �
ω′

k = ωk
0 ��� ��I � �

1
���7� �������	����P1 !

� Q��
δ1 =→

��� ��� �
ω′

1 = ai+1ai . . . a1
���

ω′
2 = ai+2 . . . an

0 �����2I����
1

� � ����� �����6� � ��� ���-1 !
� Q��

δ1 =←
��� ��� �

ω′
1 = ai−1 . . . a1

� �
ω′

2 = aiai+1 . . . an
0 �����2I����

1
� ������� � ���  �=��� ���/1 !

� Q��
δ2 =↓

������� �
ν′
1 = cbj−1 . . . b1

� �
ν′
2 = ν2

0 ��� ��I ���
2

���7� �������	����21 !
� Q��

δ2 =→
��� ��� �

ν′
1 = bj+1cbj−1 . . . b1

���
ν′
2 = bj+2 . . . bp

0 ��� ��I � �
2

� � ����� � ���6� � ��� ���/1 !
� Q��

δ2 =←
��� ��� �

ν′
1 = bj−1 . . . b1

� �
ν′
2 = cbj+1 . . . bp

0 �����2I � �
2

� ������� � ��� ������ ���-1 !
�=� ��� �Z'c�N'c� �����5-,��� ���3C ����� ������� ��� � � ������� � � ��� 	�� ���/� ��� ��� ����.�� ��� ��� � � ��� �;��� 	 ��� � ����� �����E� ���6� �8�(U �2I���� ��� �
����� ����� � � ���z� . � � ��� ����� ����� � � � ����������� ��� � ��� ��� ���".���������� �2����� �1� � �$U��;# � � �2�$� ����% � � �����������@. � � ��������� ��� � �������
�(.�	������ �8����� ����� @ � � �2����� 	���� � ����-,��� �2I����B� � ����� �2��� ��!
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M ` p1 → p2
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→
%���� � � �2' �=' ��� � �D-,���

M ` p0
+
→pn

��� ��� ��U ��� ���4� � � 	 ����� ���������
p1, . . . , pn−1����� �����K-�����	 �������������

i
%
M ` pi → pi+1
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� � ����� � ∗

→
��� ���CK��2��� ���2.$,���U ������� � ��� ��� � � �������4� �

→
! �=� ��� �Z'c�N'c� � � �4-����

M ` p
∗
→p′

���
p = p′

���
M ` p

+
→p′
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Q�� �z� . � � ��� � ����	 ����� � � ��� � ������� � ��� ��� ���*� . � ��� ��� ���*% ��� � � �1-,��� ��� � rAnNm N�pNx s`wAJ ��� 	 ����� ������� ����� ����������!!� � ����� �

M ` p
!
→p′

� �
p′ = (ω1, ω2, ν1, ν2, qf )

!

Q���� �
M

�����0� ��� �������4� �4g<��� �����!/� �V��� ��-,���
M

�����������������XC ����� �������
f : Σ∗ → Σ∗ ��� ��� 	���� � ��� �������*� . � ���

����� � �����z% � ����� ���6� ���4.�� � � ���2����� � 	�� � � �������2�$� ��� ������� �2I � ��� � ����� �2��� ��	 � � � ���������/.�� �=� �$. �$� �B� � � ���f��� ' � �*% ���
����������� � ��	���#�� �����2� ��� ������������� � ����.��2��� � � ��.������ � �2��� � �7� �8�(U �f#8� � �2�$� ��� !

=
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f
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ω
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f(ω) = ν
�����

M ` (ω, ε, ε, εq0)
!
→(ω′

1, ω
′
2, ν

′, ν, qf )

� � ����� ����� ��� �
f = [M ]
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�H� ��� 	 ����� �/����������!ei � ���������6� ������� 	 ������� � ��	�� ��� ����� �����Z��� ���1��� �(U �;# � � ���$����� 0
q0
1�% 	$����� ��� ��� 	 ��� � ����� � � � �

� �8�(U � ��� �8%����a������� � ����-���� � ����� % ��� ��.������ ��� �X-,��� ����� ��� ����� ��� � ����� �`� ����� �;-,��� � 0
q2
1 !@Q�� � � ��.��2��� � ��� ��� �B���

	���� ���/� � ��� ������� � �����2� ����� ��� .�� � ��� ��� �
1

�=� �(.8�$� �B�(� � � �(U �;# � �6� ��� 0Rs v ��� �$. �$� �B�(� ��.��2��� � � � 1 % � ������� ��� ���
.������ �

0
�=�E�(.8�$� �K�(�
��.��2��� � � � !

� Σ = {0,1,t}
!

� Q = {q0, . . . , q2, qf}
!

� F
��� �K�(. � � � � ��	 ��� ��� � �=����������� �f' � � ������� � %

x
�(. � ���������� �;��	 �������7-,����� ��� � ��� � ����� � %

, � �(.���� ������ �
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1
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| � � � T � � � ���
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2

| � � � � ���
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��� �
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| � � � � �

q0
%

x q0 → →
%

q0 t x q1 ← ← x
q1

%
x q1 ← ↓ x

q1 t x q2 → ↓ x
q2

% %
q2 → ←

%
q2 t t qf ↓ ↓ 1
q2

% � 6= %
qf ↓ ↓ 0
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M
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ω
��� ��.� ��� �=� �����X��� �D���

	������ � ����������� �/.�� � ��� ����� ����	 ����� ���������������
[M ](ω)

% �=� ��� �Z'c�N'c� � � � �=�������X��� �B� � 	������ � ����������� �$.������ ����� � ����	 �����
�����2� ������� ���

(ω, ε, ε, ε, q0)
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T
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ω
%�� ��� � � 	���� � ���������������

M
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ω
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T (|ω|)
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F � �����3�$. ����� ������� ��� � � � 	���� ����#��6C ���2� �������3����� � ��� ��� �Z����� ��� � � 	 �8� �VI���� �3�(.�� �������V� � ����� 	���� ���V� � �(U
C ��� � ������� ��!$TG� �`�(.����.��$.�� ��� �8����� �����(� ����� � � ��� �0C ��� � �4����� � ����	 ��� ����� ��� ���2S&��	������ �;-,����%��=� ��� �Z'c�N'c� �����0-����
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��� �

� 	��f� � 	 � � � � �
�
-,���

g
� ���=� ������� ��������{� � �z� � �!��������� �

g = O(f)
!GF ����� ���5� ������� � ���N9 ����� � 	���� �z� ������� � �2.E� �

��� � ����	�� � U�� �2. 0 ��� 	 � � �0S � ������� 	��f� � ��� ��� ��C ����� � � �����K-,��� � �����D�������;� ������� 	 ����� � ��� ���_� � �/1 !A� ��	�� ���/����� ��� �����
C ��� � ������� � ����	��;��� ���f� 	����

�
� ���1� � ����� 	�����U � ��.�!

� � 	 �8� � � ��	 ���/������� � � � ����-,������-,��� �����(. ����� �������
	���.�� �����4����xfp ����� 	�����U � �2.���� ���8� 	��K�H� �����7� ��� ��� ���B� �
g��������� ��� ��� � 	���� � �2# � �f� 	 ����� ����� ��% � �B-,��� � � � �f� 	 ����� ��� � ��� � � ����� ����	���� � �2.B� ������� ������� ���
��� � 	�� 	 ���fS��LK�� �����
0 ��� ��U 	 ��������� � ��� ��� ��� ��� �/1B-����!� � � � � � ���EC ����� � � ��� �����������f.��"����� ������� ��� ��� � ����� � � ����� � ��� � ����� 	�����U � �2.�!@T � �
.8-,����� ������������������� ���0C ����� � � ��������� ��� � ������� � 	��f��� �� ���/� ���;��	 ����� ����� ��!

F ���6� � � � ����� �6) !�M0��� ������� � ) M0��� AB>/+ % ����� ��� 	���� ����� ��� ���2S&� 	 �������`-���� ��� � � � 	 ���4C ��� � . � ��� �7�����{� �������
�`�(.��7�����������1� ���2��� �����5�����4C ��� � ������� � 	��f� ���� ���/� �

�
-,��� ����� �=����� �4���*� ��������� 	 �8� � ���VC ��� � ����#������ ���5I���� ��	��f� �

	 � ��� ��� � � � ��� ������� ��������� ������� � 	��;��� ����� ��� 	 ����� � � � � ����� ��� � �2��� ������-�������� � � � � ������������� � � �2��� � ��	 ���;�������H� � ������� � ��� � !
W ��� � U��8� 	�� ��%

n100 %$�������Y-,��� .�� ��������� 	 ���;S��LK�� ��%�� � �,G���� � �=��������	 	��;��� ��� � �B-,���
nlog(n) 	 �����K� ��� � ��� �8��� ��� �

n
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���������� ���7�(� � ��� 0 ������� �6� ��� � � � 	���� ���������h�����1C ������	����
q0

	 ����� � ��� ��� ��	������ �Z��������� � �$U��;# � ���2�/������%H�����
� �8�(U �f#8���4C ������	 ���
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	 ����� ����������� � �=�E�(.8�$� � � ����������� ����� �;# � �0C ������	����

q2
	 ����� ����� 	���� ��� 1 !
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n 7→ 3× n

!/? �7� �����;#�� ��	��f� ������������ ��%�� � ����� ����� 	�����U � ��.���� � � ���$.���� � ��!
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�����X� ��� ��� ���X� ��g���� � �� � �

ω
���h� ����� ��� !jT!�uv�wzo/p M_v ��v M_pNxCM l(x!� �

M
�2���

ω
��� � � ��� �NU �f���$� � ���

� ��� ��������� � ��� ��� ��. � � � � � �Z��� � �B� �8�(U �f#8� �����$����� 	 ���e����� � ��� ������� ��� ��� � �������5� �
(ω, ε, ε, ε, q0)

!
FD� ��� �Z'c�N'c� � � � � ��� �NU �;�X�$� 	 ����� � ����-,����� ��� � � � 	�������� � � � � ��� � ���$.��
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T �B�1I8� � ���8� ���_-����K-,��� 	 ����� ��� � ��� 	�����U � �2. ��� ���8� 	�� �8� ��	�	����`-���� ��������� � �0-���� � ����� ������� ��� � ��� 	���� ���������
� � ��C ����� ����������!

� N,0HKYL#.70 V �
T � ����� 	�����U � �2. ��� � � 	 ��� �:� � ����� ��� ��� ��� 	��2. � ������.�� 	���.�� .8� �8�6����� � ��� �

n 7→ n
!8i � �A@ � �]%��������:� ����� ����� ��U���� ���8����� �

�=��� ��� ��� � 	�������� �Z��� ���B� �8�(U �f#8�������$�����5-,��� ��� � ������� �7� � �*� ��� ����.���!

�! �� ��� ����������� (5� �
	�	��G�	
_� ,V�	�

021�� 130 5 �#
"�(
 %3�
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������� � ��� � 	�� ������� � �����������
T (C) 3 u ::= c(u1, . . . , un)������� � ��� � �
	 ���
T (C,F) 3 s ::= c(s1, . . . , sn) |  (s1, . . . , sn)������� � �����
T (C,F ,X ) 3 t ::= x | c(t1, . . . , tn) |  (t1, . . . , tn)��! 	 �#"  ��� P 3 p ::= c(p1, . . . , pn) | x��$�%�& � �����
D 3 d ::=  (p1, · · · , pn)→ t
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.,%O�T�[�#�#0HK 0H���]�#0`� ^ L 4 2(0���
� � v r/t]sum2n=r/rAv N�v�r=H8��v.H ��o/p :,v � � �������7C ��� � �������

Γ
���
X

⋃

C
⋃

F
����� �

Types
-���� ��� ��� ����7� � ����-,��� �2S,��� ��� �

@



0 ��� � ����� � �2� � ���8��� ���E���7C ����� �������=1
f

�H� ��� � �2.
n > 0

���
�RS�	 �
Γ(f) = (a1, . . . , an) → a

%�� �0� � ����-,��� �2S&�X� �����
�H� ��� � ��.

0
��� �RS�	 � � � ��� �;-,����!

�nP�� �#%O��%7�[� )68 � W ^ L#4 2(0 "5�Z���T0/"$�����
Q���� �

Γ
��� ������� � ������� � ��� �D� � �RS�	������!A� � � ����� �

t ∈ T (C,F ,X )
� � �7� � �RS�	 �

τ
% �����2.

t : τ
% � � � � ��� ����� � ��� �

���2�
� t

��� �������2S,��� ��� �7�H� ��� � �2.
0

���
Γ(t) = τ

!
� t = f(t1, . . . , tn)

%
ti : ai

���
Γ(f) = τ = (a1, . . . , an)→ a

!

�nP�� �#%O��%7�[� ) % � ( �T��2[�T46KYKY0 � ^ L P���
� �BoAm2nP:�m2p,NFN6v H ��oLJ � � �	��� � � U ����	���� ��N6p=sur

= 〈X , C,F , E ,A, Γ〉
� ���(-,���

〈X , C,F , E〉
� � �	����	������� �=�6� � 0 �����

�RS�	e.-1 %
A

��� ������� �X��� �4� � �RS 	 ��� ���
Γ

��� ����� ��� �������8� ��� ��� � �RS�	����� ����	 ����� � ����-,��� ��#��� �  (p1, . . . , pn)→ t
%

����� �RS�	 � ��� �  (p1, . . . , pn)
���

t
����� � � � ���6I � ���������R'c�N' ������� �

Γ
!

021�� 1�� 5 � !$
�
"�L��� � �
�nP�� �#%O��%7�[� ) a ����[ #1�� ��0H�TKY0���
Q���� �����

t
� �

s
� �8�(U � ����� ����!e� �5� � �D-,���

t
��� ����� w n=l&w��'Hcv m N6v7���

s
%�� � ��� �������

t E s
���2�

� t = s
�

� ���
s = f(s1, . . . , sn)

0
f ∈ F

⋃

C
1 ������� � U���� ���

i
�����<-,���

t E si
!

� 0/KYK 0 ) �
E

v w H�l(rAvBm2v�x;p,H*s nNr ��� nNm �=m2vXw l(m
T (C,F ,X ) �

�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �i ��� � � � � ��. , ��U � ����% ��� � � ' �ZS&�6. � ���`-,����� � ��� ��� � � ��������!

�nP�� �#%O��%7�[� ) * ��� �1 1_�&%O�& ��&%'�(� ���
� ���6w_l ��w Hzs6H*l(H*s nNr

σ
��� �������4C ����� � � ���Y� �

X
����� �

T (C,F ,X )
!A� ���6w l ��w2H*s6H*l(Hzs n=r�M�x;nOw v ��� �������4C ��� � �������Y� �

X����� �
T (C,F)

!$� ���6w_l ��w Hzs6H*l(H*s nNr ��M_n=r$w Hzm lIM Hcv�l(m���� �������0C ����� � � ���E���
X

����� �
T (C)

!
Q���� �

σ
����� �2�$��� ��� �2����������% ��� �������

σ{x ← t}
��� �Z�/��� � � ��� ������� -,��� ��� ������� �

t
�

x
� �

σ(y)
�
� ����-,�����=� � ���

� ��� ����������!
T � � �Z�/��� � � ��� ������� � � ������.������e�(����� �����������`-,��� � ��� � �=�$U �����2� ������� ���1� �����;#�� � �Z��� � ��� � � �
� σ(  (t1, . . . , tn)) =  (σ(t1), . . . , σ(tn))

!
� σ(c(t1, . . . , tn)) = c(σ(t1), . . . , σ(tn))

!
+�� �E��� . � ������� ������������� 	 ��� ��� ���$# � � � %���� ������� 	����ZC �����

tσ
�=� � ��� �Y� �

σ(t)
!

�nP�� �#%O��%7�[� )RQ � & P/�#0HN ���
Q���� �BN�pNsur����
	�� ���� ���6��� � �

t
��� ������� � � ������!$� � m�J ��vPOY� �

t
��� ����� �����2� �

u
�����<-,��� �

� u E t
!

� b � ��U ��� ���7�������2#�����
d =  (p1, . . . , pn)→ v

� ������� �2�$��� ��� �2���������
σ

� ����� � ��-,���
σ(  (p1, . . . , pn)) = u

!
� � 	 �8� � ������� �0m�J �Nl(sum2v

t
���

s
%����������&� ���
� � � 	�����d���� �

u
	 ���

σ(v)
����� �

t
!e� �
����� �

t→ s
!

�nP�� �#%O��%7�[� E � � & P/�# !"B��%7�[���#�#�[��K 46.'%71�4R�&%'�(� ���
T ��� ����� � � ��� +

→
� � � ��� � � K��2��������� ��� � � �������7� �

→
!

T ��� ����� � � ��� ∗
→

� � � ��� � � K��2��������� ��� � � ��������� � � ����� � � ���4���
→

%��=� ��� �Z'c�N'c� �����4-,���
t
∗
→s

� �
t = s

���
t

+
→s

!
� � � �������{-,��� ��� � ��� ������� � �=��� ��� �2.]� ��UH% � � ��� 	 �8� ��� ����� 	����4I ��� � ��.8�(��� �8% ��� �X� � � ��� ��nNm N�v{rjnNm N�pNxfv�!�T �
� ����� ������� !

→
��� � ��� � ����� � � ���5���1rjnNm N�pNxys`w p Hzs n=r�! �=� ��� �Z'c�N'c� � � �D-,���

t
!
→s

���
t
∗
→s

� �
s

� � � ���"C ���2� �������2� ������!

i � � ��� � � �.��/.�� ����� ��.�% ���5C ����� � ������� �����6��� ��� � ����� �{� �����/. ��� � � � 	����7�����;-,����!@F ���6� �79 � � ����� � ��� �����G�
� ��	���.������ �����B� ���7C ����� ���������8%(9 � ��� �(U ��� � �8��� ��.��2��� � � � 	 ����� � ����-,��� ��� ����.���!<i � ��� � ����%<-,�����`-,����� ��� � � ����� � � �����
�2��	�	��;. � ��� � ������� � �2��� � � � �ZS � �2#8��� ����� ��. . � � � ����� � ����� � 	 ����� � � � ����� ��� ��	���.������ ����� ������� \ �e�(#�� �8����� � ����� ������ ������
C ��� � �����������������(�
	�� � � � ��� ���_� � �F0 � ���6� �7������� ��� ��� ��� �������E� ��F �=� � ���EQ �3T �=� 	����8� � ��� ���_� ���-1 !
�nP�� �#%O��%7�[� E )�� F �[�
	  !0/�#"B0���
� � �ZS � �2#8��� � � ��. . � � � ����� � ��� � M_nNr���l/v�r=H � �4� � �$U � ����� ��� �OS���� �"��� ����� I � ��� � ���6����� ��� �VC ��� ��. � �����V���
� � �������/����� �������6�X���<% �=� ��� �Z'c�N'c� � � ��-,��� ��� � � � U���� ���

t, s
� �

u
�������7-,���

t
∗
→s

� �
t
∗
→u

% ��� ��� � � � � U ��� ���
v

�����!-����
s

∗
→v

���
u

∗
→v

!

A



� 0/KYK 0 E �
� s:l(rhw �Ow H��AN�v ��v�m�J2JPM m s6H*l(m2vXv�w H M_nNr���l/v rIH�pNxfn=m_w.M
	/p � l/v.Hcv m N6v�pVp=lXojxyl&w7l(rAv ��nNm N�vXrjnNm N�pNxfv �
�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �Q�� ��� ��U ��� ���1��� �����2� �

t
-,��� �V� �8�(UhC ���2� ��� �����2� �������

s
� �

u
% ��� ��� � 	���� ������,/��������� ��� ��U ��� ���1��� �����2� �

v
� ���

-,���
s

∗
→v

� �
u

∗
→v

! � �����
s

� �
u

� �����4� ���KC ����� ��� ������� ������� � ����� 	 � ������� �7� ��� � 	���� ��� ��.8�$��� � ��!�� � �V� ��� �
C ��� ��.8� ��� �

s = v = u
� � ����C ����� ��������� ��� ����� �������`-,����!

W ��� ��� �2��� ��� ����� �=�(C:� ��� ��������� U 	�� ��� � �����(� � ��� ��� ��������% ��� � �������;�(#����7�����;-,���8� ��� �D� � � �2S�� �2#8� ���K��� �2.8.������f'
�2����� � ����,/������� ��!�M�!H^���� � ) ^K����@5c-+G� �������6� � ����� � ����� �2#���� � 	 �����4�$. �����2� �����������@��� �2S � ��# � �1��� ��. . � � � ������� ��� �
� ����,/����� ��!

�nP�� �#%O��%7�[� E(E �
T � �2. � ��� � �;-,���7�H� ��� �RS�	 �

τ
��� � �z� ��� � �8�X�����7� ��� � ������� � � ����� ������� � � ��� ��� ���RS 	 �

τ
!

[τ ] = {t : τ | t ∈ T (C)}
!

T �XC ��� � ������� ������� ���f.�� 	 ������� 	������� �=�6� � ��� � � ����������� �����&��� ��� ������� ��� ��� ��� � ����� �����2� � ��!(g ��� � ��C �����8%���� ��� � �
������C ����� ���������2� ��� � � ������� ������� ��� ��� � ����� � � ����� �`�(.��2.������ ���1� � � ����� ��� ��� ��!

�nP�� �#%O��%7�[� E[V ���PHK 46����%��  !0���
Q���� ������N6p=sura��� 	�� ���� ���6��� �RS�	A. � �

Γ(
� � " �

) = (τ1, . . . , τn) → τ
!�T � ��nNr4M H*s nNr M�p=xCM l(xCJ_v 	 ���7N�pNsur ��� �

[
��� " �

] : [τ1]× . . .× [τn] 7→ [τ ]
�(. � ��� � �����6� � �Z��� �!�

W ����� � ����-,���
ui ∈ [τi], [

� � " �
](u1, . . . , un) = v

��� ��� � �8����� � ��� � ����� � " �
(u1, . . . , un)

!
→v

� �
v ∈ [τ ]

!j?������
������������� ��� ��� ��������� %

[
� � " �

](u1, . . . , un)
�<� � � � 	������(. � ��� ��!

� N,0HKYL#.70 d �
T � �ZS � �2# � �0� � ��. .������ �2����� �2����� ��� � ��� ��������� � ��� � � ��������� �*� ��� ���� � � �$� ���(� � ��� 	���� � ��������������� �&� � ����-,����. � ��	 ��%����
.��;. � ��������� � �����2.���.�������� ��� ����� � ��� ���{� ������� 	 ����� � � ��� !jT ��� �RS�	 � � ����� �

{ � 	�	�� , � � � , � "�� � } % ������� ����� � �2� � ���8��� �
0 ��� ��� ��� �RS 	 �/1 � �����

{
W �T #0

: � 	�	�� , � 46.'1&0 : � 	�	�� ,0 : � � � ,S : � � � → � � � , �J%7. : � "�� � , F �[�#1 : � � � × � "�� � →
� "���� } !&T � � �RS�	 ����� ���GC ��� � ������� � ����� ���������$. � � ����� ����� ��#��� � �G� ���2.8.������ �2��� ��� � ��� � ����	 ���/����� � ����!�T ���ZS&��� �����D���
C ��� � �������

≤
��.��2. �����$U(.�	 ����� 	��;����� � ����� �;����� � �2.�!

	 ≤ 	 : � � � × � � � → � 	�	���!

0 ≤ y →
W �T !0

S(x) ≤ 0→ � 4Z.'1&0
S(x) ≤ S(y)→ x ≤ y

" � � �����
: � � � × � "�� � → � "���� !

" � � �����
(x,

�J%7.
)→

F �(�!1
(x,

�J%'.
)

" � �������
(x,
F �(�!1

(y,
.
))→

" � � ������

(x ≤ y, x, y,

.
)

" � � ������

: � 	
	�� × � � � × � � � × � "�� � → � "�� � !

" � ��������

(
W �T #0

, x, y,
.
)→

F �(�!1
(x,
F �[�#1

(y,
.
))

" � ��������

( � 46.'1&0 , x, y,

.
)→

F �(�!1
(y,

" � �������
(x,
.
))

� � " �
=
� 	 ���

: � "�� � → � "�� � !

� 	 ���
(
�J%'.

)→
�J%7.

� 	 ���
(
F �(�#1

(x,
.
))→

" � �������
(x,

� 	 ���
(
.
))

9 c
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�nP�� �#%O��%7�[� EZd � W 0HKYL#1I�!0 "B46.7"B #.����
Q���� ����� N�pNsur ��� 	������� �=�6� � � �

t1, . . . , tn
� ��� � ������� �
� ��� � � �2��� ���8��� ��!�T � H v NKoew ��v M_pNxCM l(x�� � N�pNsur �Z���

t1, . . . , tn
��� ��.����� ��� ��������� �F0 �������;� ���61���� ��.8�(� � ������� � �/.�� � ��� ����� ��� 	 ���������������������

[
��� " �

](t1, . . . , tn)
%���� � � ���

� ������	 ����� ������� ��� ��������� � " �
(t1, . . . , tn)

!

F � �����X�$. ����� ������� � ��� � �`�(#�� �B-,��� � ����-,��� 	����D� � ��.8�(� � ��������	������/�E���
���8� 	�� ������� � ��� ��!AF � � � ��	�	 ����� �1� � �(U
� � � ���_-,����� �
� g ��� �<�H� �=� ���_�H% ����	 � � � ����� ���<-,��� �������4����� ��� � �;��	��f.8����� �����<��� �ZS � �2#8���!��� �2.8.�� � � �2��� ��%�� � ��-,��� �2.]�(��� �������

����	������/� � ��� � 	 ������� ���8��	 � � ��� � � ��� ��!&i �
�A@ � �]%�	 ����� ��� ���������������2.]� ��U ���jC �=� � 	 ��� � ��������� � ��� � ����������� �
� � ������� � 	�� �$.������ ����� � �4� � ����-,������.8�(��� ������������� ��� ����������	�� ��	 ������������������� ����� ��� ��� �B�$�
������� �B���2.]�(��������!
g ��� ��� C ����� %��2���!��� �����������e� �����/.�%�����	 � ���G� ��������� � � �2��� � � < � 	����:����� � ����� � ��� ��������� ����	�� ��������������!,F ���6� �
��� �8� ��� �����/� � � �����Z.8� ��� � � ��� 	 �����=� � ����	�� ��� � �Z��� � ��� �]%�� ��� � � � ����� � ��� � � ��� � � ������ ��� � ����� ���B�(. � ��� � � ���
� ��� ��������������� � ����� 	�����U � ��.�� � �����������2.8-,������� ����� 	 ��������������� 	�� �����f#8����	 ����� ��� �2��� � ��!

� i ���2��� � ��%����0�(. ����� � � ����	�����	 � �Z.�� ��� � � � �]%_9R��� � � � ��� �]%=�����!� J��!res6Hzs n=r"� � ��� ����� 	�����U � �2.�	 �����:���1� �&�$#������ �
���������������������$. ��� �=� � ���f�$� ����� 	 ��������� N�v w l(m2vX�(�
���8��	 �D� � �������������K-,���7� ��� ��� ��� �K������� ��� ������� �������8���
	 ���������;�X������� � �5� �(�(#�����!!T �"C ��� ��-,���
��� � �;�X������������� �H� ��� � �&�$#����5� ��������������� 	 ���6��� �=� � ���80 ��� ��� � �
�ZS � �2# � � ��� � �2.8.������ �2��� ��	���� ����� ���_� � � � ���8��� �P1 ����� ������� � ���A> ����� �B-,��� �*� �������������� � � ����� ���
�������&�
� � ����� �
�(.���������	�	A.�	��f� � �=� 	���� � ��� �G������� �6��� � � � ����	�� � ����!Ni � � �����2.8-,����� � ��% ������� S � ����������	�� �����;# � ���7�(. �������
����� ��� 	�� � U � ��.�� ��� �2S � ��# � ���G� � �2.8.������ �2��� ����	����������!�(� ��� ����������������� � ��.8�$��� � � ����� � � � ��� � ������� � � ��� 	 � �
� ����	�� �����f#8��� ��	�� � ���`-,������-,��� 	 ����� � ������� �����=������� ��������.8�(��� ��������� �2�������
����� ��������� ����!

�nP�� �#%O��%7�[� E 8 � W 46%'.7.'0J�#0H1I�&05�TKY0/1����
Q���� �

t
��� ������� ��!eQ�� � ����� ������� �K�(. � ��� � ��.�� ��� � �����8����� ��� �����6� �����;#�� ���2����� ��� �����

� |x| = 1
!

� |  (s1, . . . , sn)| = 1 +
∑n

i=1 |si|
!

� |c(s1, . . . , sn)| = 1 +
∑n

i=1 |si|
!

F ���6� � ��� �z� �=��� � � ��� �G� ��� ��� ���8� ����-,�$.�%�������� ������� � ����� � � � ����� ����� ��� ���6��������� �=�(U{� �C@j.�� ��� � ��� �&�$#�������� �
������� ����� %������6� � 	���� ��U � � 	���� ��� � ��� ������%���� �����2� ������������������%���� � ����� �������Y�H� . � ��	 �X� � ������������.��;. � ��� � ������� 0 	����D� �
������� ��� ��� ��.8�$��� � � ���=1 % !�!�!7F � � � ��� � ��������� � ��� � � � ��	 ���������4����� ��� � �����D-,��� � ��� ��������������� ��� �����f� ������� � ���D����� �
� ����-����{� �&�$#�����%<�6I8��� � � ����� � � ��� ��� � 	 ��� � U���� � � � ��� � ���Y�6I � �5�(. ����� � � ��� � � ����-����6C ������!@i � 	�� � � �;-,����% ���
� ��� ����U�� ��	 ����� � ����� �V� �{�$. �����2� �������7�������7-,�����:� �(�(#�� ��� � ����������������� � � 	������������B� �����6� �{-,����� ��� ����� � ��� ���
�(. ����� �������
� � � � ���� � !

�nP�� �#%O��%7�[� E�% � F �[KYL#.705N,%'��Pn0/� ��0/KML 1����
Q���� ��N6p=sur4�����2S � ��# � ��� ���2.8.�� � � �2��� ��!OT � M_n,NKoAxfvPO�s6H;JDv�r Hcv N�oAw�� �5N�pNsur���� � ��� 	��f� � 	 ����� ����C ����� �������

T
����� ����-,���

	 ����� ������� ������� ���
t1, . . . , tn

% � � ���8� 	���� �������������j� � N6p=sur �2���
t1, . . . , tn

� � ��� �$C .�� � �8��� ���{.� ���j�
T (

∑n
i=1 |ti|)

!

T ��� � � ���_-,����� ��� � ��� ����������������� 	�����U � �2.���� ���8� 	���� � ��� ��� ����������� �Bg���� � ���� � ��� ���N9 ����� ��� ��������� ����� � !

�nP�� �#%O��%7�[� E(a � � 1_L 46"B0 �!0J"546.'"5 !. ���
Q���� ����� N6p=sur ��� �2S�� �2#8� �"� � �2.8.�� � � �2��� � � �

t1, . . . , tn
����� ������� ����� ����� � �2� � ���8��� ��!@T!�uv w*o/p M_v ��v7M_p=xCM�l(x���� �����

� ���,G���� � � ��.8�(� � ������� � � � ����� � �NU �f���$� � � � � ��� ��� � �E� ��� � ������� �
� � � �����1.]� ��������� � �/.�� � ��� ����� ��� �=� �����������B� �
[
��� " �

](t1, . . . , tn)
% �=� ��� �1� � �����"� ��� ������� ������� � � � ��� � � � � " �

(t1, . . . , tn)
��� ������3� �
� � ����� � ���-G ���"� � �2.]�(����'

������� !
T!�uv�wzo/p M_v ��v7M_pNxCM l(xD����N�pNsur �2���

t1, . . . , tn
� � � ���V� �����f���$� � � ������	��������6� �
����������� ���
� ���� ���
� � ��-,���

� ���,G����7� � ��.8�$��� � � ��� 	���� � ��� ��� � � � " �
(t1, . . . , tn)

!

� N,0HKYL#.70`8 �
Q���� � ��� �ZS � �2# � �7� � ��. . � � � ���������2��� � �����!�

�
: � � � → � � � !

�
(0)→ 0

�
(S(x)) → S(S(

�
(x)))
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�����
: � � � → � � � !

�����
(0)→ S(0)

�����
(S(x)) →

�
(
�����

(x))

 : � � � → � � � !

 (x) → 0

� � " �
: � � � → � � � !

� � " �
(x) →  ( ����� (x))

T ��� ������� � � " �
(S(S(0)))

���(� ��� 	��f� � ��� ��� � � ���,G���� ��� ���2.]�(��� ������� !$TG� �����B�H� ��� ��� ��� �

��� " �
(S(S(0))) →  ( ����� (S(S(0)))) → 0

� ��� �=� � ������� �
��� " �

(S(S(0)))→  ( ����� (S(S(0))))
∗
→  (S(S(S(S(0))))) → 0

T �
	����8���;#�� � � ���,G����{��� �2.]�(��� ������� �E��� � � 	 ��� �{��� ������� ���G� �
5

������� �7-���� ���3� � �(U �;# � � �E��� ����	������{� �
������� ���!� �

6
!<Q � ��� � ����� �`�(#������z� ����	���� �6� � ������� ���!� � � � " �

(S(S(0)))
% ��� 	�� ���/� ��� N1sur/s6N1l(N � � ������	��������7� �

������� ����� � � ����-,��� � ���-G ���4� � �2.]�(��� ������� � � ��� ����������� �K� ��� �
4
!

�nP�� �#%O��%7�[� E�* � F �[KYL#.705N,%'��Pn0/�f0H1�L 46"B0���
Q���� � N6p=surD�����ZS � �2#8����� � ��. . � � � ����� ��!8T � M_n,NKoAx;v�O�s6H'JKv r"v w*o/p M_v�� �5N6p=sur � � � ��� 	��f� � 	 � � � � ��C ����� � � ���

E
� ����� ��-,���

	 ����� ������� �����2� � �
t1, . . . , tn

% �z� ����	���� �4� � ������������� � N6p=sur �2���
t1, . . . , tn

��� � � �(C .������ ��� ���V.�����j�
E(

∑n
i=1 |ti|)

!

T<������� ������% ������C ����� � � ����� ����� � � ����	 ����.��������ZS&� 	 �������`-,��� � ��� � !
F ��� � � ��� � � � ��� � �=�(U � ��� ���������7���"g<��������/% ����� ��� 	�� � U � ��. ��� ����	���� ���H� ��� �ZS � �2#8���{��� �2.8.�� � � �2��� � ��� � �=�

� ��������� ���$. ��������!ei � �A@ � �]% ��� � �;� 	����1. � � � ����� ���(� �����2� � ����� �������	C ��� ���
E(N) ≥ N + 1

!jW �����������0� ��� ���������4� �
g���������e% ����C ��� �!� ����� �Z������� �*� � � 	 ��� ��� � ������� ���&�����`-,��� � ��� � �2��� � ��� �8�(U �f#8�������$����� 0 ����� ��������� � ��� � ���`� �/1 	 ���2� ���
� ��� � 	 ��� � ���G� � ��� ����� ���f� � ��� � ����� � �������G� ��� ���������� ���$� � �!-,��� ��������������� � ��� ����	������ �������Z' �����$.���� � �R0 �RS�	��`-���� � ��� �8%
���
� � 	���� ��� �������� ���$� �`-,���/1 !

�! �� #%$ �'&V
 V����� �
	X���V��� ,V�@�

021�� 130 5 �#
"�(
 %3�
T � �X� ��� ��� �����6� ����� 	 � � ��� ����� �1.��2. � � � ���(�(��� ��� ��	������ !!F !!Q�����	���������� ��� � �{^ !@i !GQ �2��� ���� ) Q/QR=B>-+ !�� �

	���.������ ��� �����K��� � �����������������Y� ��� �������3-,����	 ��������� �����2. � ��� �V� � � � � ���f��������� 	 ���"� 	�����!�� � ������	 � � � � �
	��;����� �8��� ������� 	 ���8��� � %&-,��� � ��� ��� � � ��� ������� � %�� ���H� ���X9 � � �2.]�(��� ���H� ����� � �2� � ������� ��-,��� 	 ����� � ������� ���H� � �����2.8� ��� �����
���B�$.�� ��. � ����� ��� ����� � ����	���� ��� � ���7� � ��� � ���/�����!����� ���/� � ��� � 	���.��������(� 	�� ���� ���1� ��! W ��� � ��	�	 ����� �=�$U������� ������
� ��� ������� �0������	�� ������� � �8��� � ��� �2������� % �����0� ��� ���������4� � ����	���� ��� ����� �7� � �$Uh� ���/-,������	�� ����� ��	��=�$U !H?�� ����� 	������
�*� ����� ����� �{��� ��	e.�� ����������� ����� ���$�6.����`-������ 0 � ����� ����� � � ����� � ��� � �8\6C ����� ��� � ��� � �;� 	��f.8� ��� � ����� � �P1 � ���H� �=����� � 	������
�*� ����� ����� ����� � � � �_� �������U�� ��� ���B0 	���� ��U �8��	�� ������� 	���� � ���6��� � ���P1 !�i � � ��� ����� ����%������ � �!� ��� 	 ������� �G�H� ��� �����X��� �
-,������� ���/-,���X� � � ��� 	 ���8��� � ������� �K-,��� � � �K� ��� � ��	�� � � ��� ��� ��� ����� ��� �0-,��� ��� �����X��� � � ���@��� � ������ ��� ���K��� ������� ��� !
[����2� ��� ��� � ��� �]% � � ������ ���� � � ���(. ����� 	���� ������ ���1� ��� � ���2����� ��� ��� �
�nP�� �#%O��%7�[� E Q �l*+46" 3#%'�#0/1�h"5�[KML#��0/ !� ���

��& �
::=

� � ����,��
: i1, . . . , im;

� 	 ���#" �
: o1, . . . , on;

0 :
" � � �

0; . . . ; n :
" � � �

n; end" � � �
::=

� � �
x |

" ���
x | � � � ��� � i | ��� x

�����
i |� ����� ��� �

i |
��������� �

x ::=
����� � � � ��� ���������

��� �
::= 0| . . . |n|end
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T � �
i1, . . . , im

����� � � � ��tOp=m s p�� xfv�w�� � v rIH*m�J_v � � �����
o1, . . . , on

����� � ������tNpNm s p ��x;v w���v�w nNm H*s v�!�� ����� ��� ���=����� 	 � ���
I � ����� ���0C ����� � �������=��� ���H� ��� ����.�� � ��� � ������������!

x
� ��	���.������ ������� �;��	 �������D-�������� � � ��� ���=������%�-,��� ������� � ��� �G��� ����� �2.���%,� �

������������%���� ��������� �D����� ��������������� � ��� ���=�����D������� ���Z.��7�����`-,��� � ��� �����z� ������.�� � �8�����(�
	�� ���� �=�6� ��!$F ����-������ �������=�����
��� �D��� M_n,NKo4Hcv�l(m ����� ��� �_���B����� � ����� ��� ����� �f#���� 	 � � � ��������!A� � 	�� ���� ���1� � ������������� ���������������BC ����� � � ���3� �

Nm
����� �

Nn !
T!� ����� � �2� � ������� " ���70 ��� � 	 ! � � �,1 ����� ��. � ����� � 0 ��� � 	 !j�$.�� ��. � ����� �/1K����� � ��� ����������!HT!� � � � � �2��� ������� � � � C ��� �B� �f'

� ��� � � � ��� � � �=� � ��� �*� � U&. ��� � � ��� �$� 	������� �=�6� � �=� ���=� ��� ���/� �`-,�$.�!<TG� ����� ������� � � ��� ��� � �=����� � � � � � �8����� � ��� � ���
����� ��� ������� � ���/� �`-,�$.�� � ��� �

0
!<T � � ����� � �2� � ������� � � ������� � ��������� � 	 ����� � ������� ������C ����������� ��	�	 �����E����� ����� �

� ��� � � �����������
���������������*� ���/� � ��� �K� ���z� ��	�	 ��� !

�nP�� �#%O��%7�[� V�� �
� ���(. � ��� �!������C ����� ������� " � ����� -,����	�� ���e�������6� � ��� ��$� ��� �:��� ���=� ������� ����� ������� �*� � ��� ������� �������6-������ � S � ����������!
�=� ��� �Z'c�N'c� �����4-,��� " � � ���

(i) =
" � ���

i
!

T �0�6.����������Z� �4� �����������Z' ����� ��������� 	 ���2� �������DC ��� � ��� �������GC ��� ����� � ��� ���(� ���(� �7-���� � � ��� � � �����2.�	��;��� ��� ��� ��C ������!
F ��	 ���e����� � ��� ��� � �7�6.������������������C ������� ��� ����� �������
� �����4� � � � � � % ���
� ����-,����� � ���B��� ����� � �������1���
��.�� � � �=��� � � ���
� � ���7�/��� ����� ����� � ��� � ����� U � ��������������!e+#���3�H� .���� �����Dd��/%������f� 	 �����B����� �2#�����B� �X� ��� ����� � �=�$U
�������Z' ����� ���������8%
� ��� ��������-,��� � � ��-,����� �����R' � ��� � � ���4� ��� ��C ���2� ������� � ��� �K� ��� � ��� ��� 	 �8� � ������������-,��� 	 ��� �*� �����;-,��� ��������� � !

�nP�� �#%O��%7�[� V )�����[ #1�� �T�[ !��%7�!0/1����
T!� ��� � �8�X�����

Ξ(
��� �

)
� � � ����� �����Bp H Hcv s?:=rjp�� xfv wX����	$���������
���=� ��� ��� � ��� � � ��	��;��� 	 � � � � ������� ����� �7-,��� ��.�� � � ���

9 ! ��� �
∈ Ξ(

��� �
)
!

;�!KQ�� ����� ′ ∈ Ξ(
��� �

)
��� " � � ���

(
����� ′) ∈ { " ��� x,

� � �
x,
� ����� ��� � ′′, ��� x

��� � ′′} %���� ��� � ��� � ′ + 1 ∈ Ξ(
��� �

)
!

>�!KQ�� ����� ′ ∈ Ξ(
��� �

)
��� " � � ���

(
����� ′) ∈ { � � � ��� � ′′, ��� x

��� � ′′} %�������� � ��� � ′′ ∈ Ξ(
��� �

)
!

� ���"w nNl&w �cm2n=l(Hzsurjv���� � �z� ������� �������1� � ������� ������� ������� ����=�������4� ��	$�����0��� ���=� ��� ��� � �����!-��<� ��� ��U ��� ���1����� �����Z'
������� ������� � ����� ��� �6����� ��� � 	�� ���� ���6����!

�nP�� �#%O��%7�[� V�E � F �Z���T0/"$�&%'�(�f1_^,���&4RN,% �  #0���
� �
	�� ���� ���6������� �4w �NrIHcp O�s ��l/v N�v�r=H M_nNm m2v2M H ���4�
� F ����-,�������=� ��� ��	�	������������ ��� �=� 	��f� ������� �������Z' ����� ��������!
� F ����-,��� �������Z' � ����������� ����� ������� ����������������� ��� ������� ��� ������� ������� ��������� ��!

W ������� �Z��� ����% �����8� ��� �2.�� ��� ���D�����;-,���8����� � �=�(U 	������� �=�6� ��� �ZS�� � �=U��`-,��� � ����� ����� ��� � � ��!
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�
"�L��� � �
T � � 	�� ���� ���6��� � ����� � ����� ��� 	���. �2. � 	 ��� ��� �2. � ����� �;-,�����H� ��	�	 ����� 	���� � ����� ��� � ��������������� � ������� � ���/�������
	��2. '

����� �2.��4�������������� 9 ! 9 !
F ���6� � 	 ����� ����� �ZS � �2#8��� �G� ����. .������ �2������%������ �Z�$� � � � ��� ����������������� � ����� ��� � � � ��� ���=���������X� � � � ����� ��� �8%���� �H� � �

��� � � ��� �������2��� �����������`-,��� � ����� !

�nP�� �#%O��%7�[� V(V ��� �1 1_�&%O�& ��&%'�(� ���
� ���hw l � w H*s6Hzl(H*s nNr

σ
��� �������{C ����� � � ��� � ��� � ��� ����������� ����� � ����� ��� ������� � �����2��� ������!�T � �Z�$� � � � ��� �������

σ{x ← v}��� � � �������5-,��� ������� ����
v

�
x

� ������������� ����� ��� ��� ��� � ��� ������� � ��� ���3�6I � � � ����� ��� �6-����
σ
!!? �V�6I � ��%

{x1 ←
v1, . . . , xn ← vm}

� � � ��� �Z�$� � � � ��� �������Y-,��� ������� ������ � �
vi

�=�(U
xi

���
0
� � ����-,��� �=� � ����� ��� ������� ��!

�nP�� �#%O��%7�[� V[d � ( %'.70J�!03��0H�&�[ !� ���
� ���Kojsuxfv ��v7m�vAHcnNl(m � ��� ��� ��������� ��� � �0�������=� ������!&T � 	�� ����� �`� ����� � ������.��

[]
! �����

:: l
��� ����� 	���� �7� ����� ��� � ��� � ���

�2I���� ���
l
���6-,��� ����!

�nP�� �#%O��%7�[� V 8 ��� ��4R�����
� ��J H p H �Nl�oAm�n�:�m2p,NFN�v���� ������� ����� � ����	���� �

(
��� �

, σ,
� ���

)
��� ��� � � � ����� ����� ���z%

σ
��� ���������2�$��� ��� �2��������� � � � ���

����� 	�� ���B� �������������8%������ � �z� . � � � ��	e. � �����
⊥

� ����� ���2. 	 ����� �.������ ����� ��� ���8��� ��!

�nP�� �#%O��%7�[� V!% ���PHK 46����%��  !0���
T � ���������������

→
� ����� ��-����G�(. � ��� ������� � ���������� � 9 ! 9 ����� ��� � 	 ���/�4� �*� ��U(.�� � �������B�H� ����� � ��� ������� �������B�(� 	������� �=�6� ��!

F ���6� � 	 ����� �����X���(�(#�� � � 	��2. ��.8����� � �8% +
→

��� � ��� ���CK��2��� � ��. ,�� U � ���"� �
→

� � ∗
→

� � � ��� � � K�������� �2.$,���U ����� ���
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" � � ���
(
�����

) =
" � �

x ����� ��. � ��� ���& �
`
��� �

, σ,
� ���
→

��� �
+ 1, σ{x← σ(x) + 1},

� ���

" � �����
(
��� �

) =
� � �

x σ(x) = 0 ��� ���8�����& �
`
��� �

, σ,
� ���
→ ⊥

" � � ���
(
��� �

) =
� � �

x σ(x) 6= 0 �(.����2.8����� ���& �
`
�����

, σ,
� ���
→

��� �
+ 1, σ{x← σ(x) − 1},

� ���

" � � ���
(
��� �

) = � � � ��� � ′ ����� ���& �
`
��� �

, σ,
�����
→

��� � ′, σ,
� ���

" � �����
(
��� �

) = ��� x
��� � ′ σ(x) = 0

x = 0��& �
`
��� �

, σ,
� ���
→

����� ′, σ,
�����

" � �����
(
��� �

) = ��� x
��� � ′ σ(x) 6= 0

x 6= 0��& �
`
��� �

, σ,
� ���
→

�����
+ 1, σ,

� ���

" � �����
(
��� �

) =
� ����� ��� � ′ ��	�	 �����& �

`
�����

, σ,
� ���
→

��� � ′, σ, (
�����

+ 1,
� ���

)

" � � ���
(
�����

) =
��������� �

� � � �������& �
`
��� �

, σ, [
��� � ′, � ��� ]→ ��� � ′, σ,

� ���

� ����� 9 ! 9 � Q&.8� ��� ���`-����4��� ��	�	 ����� 	������ ����� ��� ��!
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��� ��� � � �������h� �
→

! !
→

����� ��� � 	 ���/� � ��� �����2� ������������������% ��� � � �2' �=' ��� � �Y-����
s

!
→s′

����� � ��� ����� � ����� � �
s

∗
→s′

���

s′ = end, σ, []
!

T ��	�� ���� ���6��� ��& � ����������� �����XC ����� � � ���
[
��& �

]
�$. ������� 	����

[
��& �

](v1, . . . , vn) = (σ(o1), . . . , σ(on))
���

��& �
` 0, {i1 ← v1, . . . , in ← vm}, []

!
→end, σ, []

!

� � 	 � ��� � � � ����-,������-,��� � � � � � ��� � �8\!C ��� ��� ��� � �.��$.�� ����������� � � �@� ��� ���������	��� ��� 	 � � ��� � ����� ����� ��� ��� � ��� �;� 	 ��� � �
-,����� �RS 	 � �����.8��� �;-,���*0 	 ��� � U��8� 	�� � ����� � ��� � ���21��=� ��� �8� ����� �����2��� ������!@� � ��� � � ����� ��� ��� �4��� �����������1-,��� ��� �
	�� � � ���7� ���������� ������ �R�&S ��� � �(� �

�
� ���������2.�� ����� ��� � ��������� 	��������������E� ������������� �GC ����� � � ������������!

� N,0HKYL#.70 % �
T ��	�� ���� ���6�����2��� � ����� ����������������� �����6� �7� �7� � �(U ��� ������� ��!

i � ����.�� � �
x, y

!
Q���� � � � �

y
!

0 : ��� x end
1 :

� � �
x

2 :
" � �

y
3 : � � � 0

end

�nP�� �#%O��%7�[� V�a � W ��4Z"B0 ��� PH�&4R�����
Q���� �

(
�����

, σ,
� ���

)
���3. � ���0� � 	������� �=�6� ��!/Q �7Hzm2p M_v�� � J H p H

θ(
��� �

, σ,
� ���

)
��� � �*� ����� ������� � � ���h� ��U(.�� � ������!ei ��� �

��� ��C ����� ����� �8� ��� ���(. ����� � �����6� ���2��� �!�
� Q�� " � � ���

(
�����

) 6= ��� x
��� � ′ ������� �

θ(
��� �

, σ,
� ���

) = �����
" � �����

(
�����

)
!

� Q�� " � � ���
(
�����

) = ��� x
��� � ′ � �

σ(x) = 0
������� �

θ(
�����

, σ,
� ���

) = ����� x = 0
!

� Q�� " � � ���
(
�����

) = ��� x
��� � ′ � �

σ(x) 6= 0
������� �

θ(
�����

, σ,
� ���

) = ����� x 6= 0
!

�nP�� �#%O��%7�[� V!* � W ��4Z"B0 �#0JL#�T��2[�T46KYKY0���
� ���BHzm�p M_v���vGojm2n�:�m2p N N�v0� ��	$�����G����. � � �

s0
� � ������� �2��� ��������� � ��� �����������K� � � � ��� � �!�H� . � ���

ω = ω0ω1 . . .
���������

-,���
s0 → s1 → . . .

� � 	 ����� �������
i θ(si) = ωi

!
Q��

ω = ω0 . . . ωn
��� ��������� � ��� � ��������%���� ��� � ��� �������

s0
ω
→sn+1

!
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�nP�� �#%O��%7�[� V Q � W 0HKYL#1I�!0 "B46.7"B #.����
Q���� ����� ��& � ��� 	�� ���� �=�6� � ���

v1, . . . , vm
� � ����� ������� �������2��� ������!HT � Hcv N�oAw���v M_pNx M�l(x�� � ��& � �2���

v1, . . . , vm��� ��.� ���H����� ����������8����� � ��� � � ��� ���$.������ ����� � ��	 ����� ������� �����������
(0, {i1 ← v1, . . . , in ← vn}, [])

!

�nP�� �#%O��%7�[� d#� � � 1_L 46"B0 �!0J"546.'"5 !. ���
Q���� ����� ��& � ��� 	�� ���� �=�6� � � �

v1, . . . , vm
� � � ��� ������� ��!jT!�uv w*o/p M_v ��v M_pNxCM l(xG� � ��& � �2���

v1, . . . , vm
��� �0.�����@�

��� � ��� �����D� �NU �;� �����K�H� �������Z�$� � � � ��� ������� ��� � ���&���4�����������5� ����. � � � ��� ����� ��� ����� �$. � ��� � ������� 	 ����� �����2� ��� ��� ��� ���
�����2� ��!

T � � �������������D� � � ��� 	�� � U � ��. ��� ����� � 	������(. ��������� 	 ����� ������� ��� ��� ������� ����� 	 � � ��� �K� ���=�����X� � ��� ����C ���;�����
	 ��������������� � U�	���� ����� ��� !

i � �A@ � �8% ��� ����� � ����	������ � ���X������������%�����-,��� � � � ���(�(��� �	���������?@j.�� �������GC ���/��������� � ����� � ����� ����� �=� � ��� �<� �(�(#�� � �
� � �������������:-,����	 � ������� � � ����	������ ���6��� � �������R0 ��� 	��f� �P1 ����� � ��� ��� ����� ��� ����� � ���!������� � ����� �!.� ���(� ����� ����� ���8%���� �����
������� � � �4.� ����� �=� � ������ � ���$� ������� � � ����� ����!H+ �������z% ����� �D��� ��� ����� 	���� ���������Y� � �D� ��� ��� �����0� ����� 	 ���8��� � � �����
�������=� � ��� �0���(�(#�� � � % ���:S �=��� � �����=9 ����� �0���3C ��� � � �������������� ���/���`-,��� 0 ��� ��U 	 ��������� � ���z% ��������� � � �������21K-,��� ����� �
����� ���(�(��� � !HF � 	��$.������6#���� ��� �D������� � �����,�<% 	���� � U��8� 	�� �1-,�����/� ��� ���������;�$#�� � � � �K� ��� ��� ��� �K� �6g���������"����� �
�*� ��� 	�� �=� � � ��� �K-,����� � �(U �2S,��� ��� � �"0 � ��-,����� ��� � � �;� � ������� ��� ���(U0� ��� ��� ������� ����� 	 � � ��� �P1 !8? �G�6I � ��% ��� � ����	�� ��� �

16
� ��� ��� ����� � � �:n N�ojl(H p ��sux s6H�� p=r	� �!n,NKoAx;v�O�s6H � �_m2n,N p ��m2nP:=m2p N N1sur : ��v m_wzo/v2MAH*sutNv�%G> !G? !!��������� ) �����ZAH? +

� � � ���_-,���K-,����� � ��� ��� ��� ������� ����� 	 ���8��� � ��� ��� ��	������������ \K����	 ��������������� � U�	���� ����� ��� 	 ������� ���������������������������
�2�(> �����1� ����� ��� �2.�� ��� � ��� ���4� � ��� ��� ����� 	�����U � ��.�!

F ��	 ���e����� �8% ���&C �=� � ���8��	A.�� ��� � ��� � � � � � ���_-,��� �/.������������!8i � �A@ � �]% � ����� � ������� \GC ����� ������� � �N9 ��� ����� �=� �����������
����������� � �2� � �������

x :=
) ���  (y)

-,���A� � ����� ��� ���������
x

���0-,����������� ����� ���X� �������������"� �
y

	����
2

��� ��������� ��� � ��� � ��� ���
�������

y
! D �*� ���;� ��� � � � ����� ����� ������� � � ��� 0 � �B.������ ��������� �8� ��� �X�H� ����� ����� � �2� � ������� � ������� ����	�� ������������� 	����

2
1 % ���

9 :



	 � � � � ����� �`�(.������X-,��� ����� ��� ������� � ����� ��� ��� �_��.�� ���a������������� � � ��� 	 � � � ��������� ������.]� ���1� � ����-,���"��� ��	 ������� � �
������� ����� %����4-,��� �f#������ � 	��������f#8� �4������������	���.������ � ��������� !

? ���6I � ��% � � ��� �!C ��� ��� �0�H� .������/� � � ����#�� �f.��#�� � � ����� � � ����������� 	 ����� � � � � ��� ��� ��� �2����� � � ����� ��� � ��� ����� �Z����� � �
��� � � ��� �&0 " ����� � � � �K.�� ����� ������� � ���8� 	�������. � 	���� F �(�#1 � � � � " � 1 !&� � ��� ������� � ��� ��� � ��� � ��	���.������ � ��������� � ����� � �`-,���
� � ��� ��� � ��� ��� � � �<� S � 	��f���K� �B�(.�� � � ��� � ���� 	���� � ��	�	 ����� �=�(U ��� ��� ����� �(�(#�� � ��� � ������� ������!

�! �� ��� ,V
�� $�� ��5��� (V��� � 	�( � � ���
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W 3#-/1�0J�#0 F 3  ��T" 3 �
��v w*H*m2nNs`w7N�n"� ��x;v w ��v M�p=xCM l(x w6oAm�J�w v�r=H;J�w1oAm�J2M2J ��v N N�v rIH1w nNrIH J ��l(sutNpNx;v�r=H w � M � v w H ��� �3�=sum2v ��l/v HcnNl(Hcv ��n=r4M Hzs n=r
M_pNxCM l(xfp ��xfv�o/pNmBx � l(r ��v�wRHzm2n=s`w7x � v w H�pNl&w_w sAo$p=mBxfv�w ��v l OVp=l(Hzm2v�w �

g ������������� �(�(#���������� ��������������	 ����� � � � ��� �K� � ������� ������� �������6I � ����C ����� ����������!

T � 	�� � ����������� 	��;# � ����� 	��2. � ��� ����� � � ����� �������8� ��� � ���������� � � � ��� 	�� � U ��!jb � �8� ���� �4�H� ��� �2. �Z��� � � � � ����� � �`-,���
� � �������������=��� ��� ��.�!A� �Y� ������� ��� �@-������`-������ ��������������������� � � 	 ����� ��� 	�� � ������!A� �
	 � � � � ����� 	 ����� ����� � ����� 	����8����� �
� ��� 	��f#���� �1��� .]-���� � ������� � �
�z� ��������� ���V���E� !�F !!Q�����	������_������� � �{^ !:i !GQ��2��� ���� ) Q$Q6=B>,+ 	 ����� �*� .8-,����� ��� ����� �E� � �
� ��� ������� �K� ����� 	 ���8��� � � �0� ���D� ��� ���������D� �Xg���� � �� !eTG� .��2�/� �1� ��> !e? ��� � ���N} � ��\ ) ? ��� @H?/+ �2��� ��� � �������������������
� � � �2S � ��# � ���D� � ��. . � � � ����� �B� ��� ��� � ��� ���f���������������h�H� �����1� ��� �������X���1g���� � �� 	����0��� �2S � ��# � ��� � �2.8.������ �2��� �
� ��� � ��� ��� �8����� �

2
��#��� � ��!:T � � � ����	�� � ��� �

8
� �

9
� � ) �����ZAH? +0� ��������� � �=��� � ������� 	�� � ������� � ��� 	��f#���� ��� ��� ���

.8-,����� ��������������!

� � J_v w�o/nNl(m7xfp4oAm2v l(tOv �T ��	�� ����� ��	���� 	��������;# � �0��� � ��� ���;�X����� � � ��������� �K� ����� �������������E� �NS����5�H� ��� � �(� �������5� �(�(#�� �7�������������=� � ����!
W ����� � �;�X�������K�����7� ��� �������X���Bg<��� ���� 	����K��� �ZS � �2#8���B��� �2.8.������ �2��� ��%����
����	���.������ ��� � ���������Y� � �

4
� ��� �

�H� �����"����� � � � 	 � � ��� ����� � ����� ���$.�� 	����7����� ����� ���{� � � ��� ��� ����!�i � �Z��� ����% ��� ������	 � � �{��� �����6C ����� ������� 	 ����� � � ��-,���
. � � � !OT � � ��������������� � �������!� �G� ��� � C � ��C ��� � 0 ���BC ����� � � ����� � �z� . � � � 1 �2��� ��� � ��� � ����� ����-,�$.���������� � ����-,��� ���$����� 0 ���
��� � ��	�	 ������� ��-,��� ����� ����� � � ���;��� � ������ ��� ����C ��� ������� ��������� ��.D� �

t
% ���K-,��� �.��$#������ ������� ����	{� ������� 	�������������� ����� �

����� ��� ����� 	�� ��	�� � � ����� 1 !Ni � ��� ��	�	 ��� ��� ���0C ����� � � ��� � ����� ����	 ���/������� �=� �����������$. � � �]%������ � ��� �����G��9 ����� ������� � �(U
����� ��� ������	��2. � ��� � ��� � � ����-,�������$�����80 .�� � � �2��� �7�H� ����� ������������������� ����� ��%$�(.�	������ �8� ��� �K� ��������I � �B� ��� � � �2�����-1 !

F ����-���� 	�������� ������� ���<� � ���6� ��� �������B� ��g<��� ���� ��� � ������� ��� ��	���.������ �2.�	���������� �2.]�(��� � � ���Y�(� �ZS � �2#8����� �
��. .������ �2������!$W ����� �z� . � � �#��� ���*%����<C ��� �D.������ ��������� �8� ��� � �N9 ��� �����D-,�����`-,������. � ��	 � � 	 ����� � ��� ����� ������� � ��� � �2. �Z��� � ���
� 	���� � � ��� ����� � �$U ����� � ���G-,��� ��� � ����	 ������� � !&F �����A��� � ���/������� �����X��� � ��� �/.������ ��� � ��.8�(� � ������� ��!,T � ����� 	�����U � ��.
��� ��� � 	����(� �ZS � �2# � �0� � ��. . � � � ������� ��� ��� ���������

O(n)
��� ��� � ��� 	�� � U � ��. ��� ��� � 	���� � ���B� ��� �������D� �0g<���������!

? �V�6I � ��% ������� ����	�� � U�� �2. � ��� ����	���� � ����� � 	�� ��	 ������������������� � � 0 � ��� ��� ���V� � ���Y� ��� �������V���Vg��������� ��� ����� ��� \
�� ���e� ��% �=� ��� �Z'c�N'c� �������=�E� ����������� �/.������ ��% �&�5-,��� ������� ��� � � ��� ���2����.��7-,��� �2��� � �7� �8�(U �f#8� � �2�$� ���=1 !

W ����� � �;�X�������G��� �ZS � �2#8���D� � �2.8.������ �2��� � 	����!������� ��� ��� ����� �Kg���������e%����6� � � ����� ����� ����	����=� � ��-���� � ��� ������� �
����� �2S&�X� �������D� �7C ��� � ������� � %j� � ������� ������� � � ��� �8%e� � � � ��� �����������8%/� ��� 	���� ��� � �$#������8%e� � � ���������� � ��!j� �h.������ � �2��� ���
���$�����E� ��� � � � ����� � ��� ����� �4����.8�(��� � ��� � ��� ��� 	���� � ����� ��	 ������� ����������� ��� ��.8� � U � � ��� �2.]�(��������!

W ���������f����� ���K������� ��� ��� ���1� ����� 	 � � ��� � 	 ���K������� ��� ��� ����� �6g<��������/% ��� .������ ���2����� �6� � �$U��;# � � �2�$� ���
������� ����� ��� ��� � � ���������E� � � � ����	���� ��� �8%$����� �������7����� �7� �����$.���%��Z.�	�����.�� � 	����������2S&�X� ��������	A.�� ����� !/T �������=� �����
0 ��� � � � ����� � �2� � ������� �P1������ � � �(�(.��X�������������4.�� ��� �B� � �*� �=� � ��� � � ��!Hi ���2��� ����% � �!C �=� � ���f��������� � ����-������ U(.������������
�H� ����� ����� ������� � � ����% ���"-,��� 	 � � �1� � � ���e� ��� 	��f������� ��� � 	����B� � ������������� 	 ����� � ����������� � � � ��� 	 � � �����E���(� �������
0 ���Y������� �����21 � �K.������ ��������� �8� ��� �.0 ���
��������� ����� ��. � ����� 1 %A�(.�	������������ ����� ����� � ����	���� ��� ��	������ .�� 	��f��� � ��� ���2��� ���
���$����� 	 ����� ���f�A.�� ��� ����	������ � �/.�� � ��� ����� ��!

W ����� � �;�X�������"�����3� ��� ��� ���h� �3g��������� 	 ���{�����h� ��� �������3� ����� 	 ���8��� � % ��� � �(� � � � ��-,��� �2S,��� ��� � � �
�*� ��� 	�� �=� � � ���{����������� ��% 	$����� � ����-,���D� �8� � ' �2�/����� �����6� � ��� �����X��� � ���������&� ���{� � ��� ��� � �AK����D� �AK�� � ����� � �(� � �
� � ������� � � � �2S&�X� ������� � ��� ����	 ��� ��� � 0 � �����B�6I � �0� �����;#�� �D-,��� ��� ���(� �0������� ���-G ��� ��� ������� ��� ��#�� ���!� �z� ���`� �0�(�
� �(� ��+DQeF�bZb�1 !Ob �,C �=���@C ��� � � ��� � ��� �������1� ���������� ����� �2S&�X� �������<-,��� ����� �	���(� ���/. � 	 ���/����� � � � ���������������(U 	 � � � ������� �
� � 	 ���`����C ���;��� � �.0z� �B� �����;#�� �B� ��� � ����� ��-,��� ����� 	 ����� ��� 	���� � � ��� � � ����-���� �����������B�6� �(� �������0� � ����-����4C �����P1 !
i ���2��� ����% ��� � ��� 	 ������� �

4
� ����	���� ��� ��	 ����� ���������$��������� �B��� 	 ����� �z� . � � � � � ��� 	 � ��� � �;�X������� � ��� ����� ��	 � �

� �C> ����� �2. � ���1� ��� ��� ���7� �Bg���� � ���!

9 =



�nP�� �#%O��%7�[� d )�� + . 2[�[�T%O�"3!KY0���
� � p=x :,nNm s6H 	�N�v � � � ����� �������7� ��� ��� ���B� �Bg<��������/% � ��� ����� �2S � ��# � �7� � ��. . � � � ��������% � ��� �������B� ��� �������7� � ����	$'
���8��� ��!eFD� ��� �Z'c�N'c� �����0���E� �NS����E�H� �A@ ��� �2���������������������z%�� ������	��2. � ��� ��� � �4� �(�(#�����!
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W!������-���� ����� ��� �����{� �(�(#������5� � ������������� 	��2. � ��� �2.�� ����� 	 ����� � ������� �Y� � ��������������� � � �"�6I8��� �{C ����� � � �����8% ���

� � � �$. � � � ����� ��� ��� � ����� �������4� ����� � ������.8-,����� ��� ��� � ��!�� ����� ��� ����� �Z' ����� � � ���;� ��� �(D�F ���6� � ��� �*� � �,�<%���� � �;�X�������������
�H� ���3� �(�(#�� � 	����D��� �=����� � ��������e� ���X����� 	 �������6� � ��� � 	�� � �4�H� ����	�������!�F � � � � 	 ����������� �Z' ����� � �$.������ ����� � ��% ��� S
�=��� ��� �2' ��� 	����7� �NS���� ��� ����������� ��� ���5�6I � �6C ��� � ������� ������� � ��������� � ���4� �(�(#�� � � � ��� � ���5�1I8� � � ��� 	�����U � �2.!D
?������ � ��� � ������� �����8%���� � ��� ��-,��� � � ��� S � 	����G� �NS����{� �DC �������D� � �8�(U !,W ��� ��U �8��	�� ��% ��� ���;�X����� � � ���"� ����� ��� ������� �
J�+ � 	 ����� � ��� ��� ����������� �Bg���� � �� ���0C ��� � ���������� � �������8� ��� ��� �����D����� 	 �������7� ��� � � 	���!

F �[KYL#.705N,%'��Pn0HN L#.7%'"B%'��0 �!"5�[KYL#.705N,%'��P`%'KYL#.7%'"B%'��0
W � ������������� 	�� �����;# � �4����	 � �h� �C@A.����8�6����� � ������� � ��� � ��� � � ����� �2��������� � �8�����4C ����� ��������� ��� �D������U � � 	����

��� ��� \ � ����� ���;-,������� � � ��� !�b � ��U ��� � � 	��f� � ��� ��� � ��� ���� � � �$� ���:� � ��� � !,g ����� ��� ��� � 	���� ���4�6I � � � ��� 	�� � U � ��.�!&� � 	 � ���
����� �=�6� ��� � � � ����� � ��� ��� 	 ��� ����� ��� � � ����%$-,��� ��� ���0����� � ��� ���7� � ���������� ���

n
��� ���8��	 �

O(n2)
� � ������� � 	�����C ���������

-,��� ��� ��� ��� �����6�6I � � � ��� � � ��� ��� � 	��
O(n log(n))

!�? ����� ���j9 � � ����� � ���1� ������� �����������"C ��� � ������� � ����� �*%,9 � � �����
� ����� � ��� � �����fU ��� � ����	��;����� �8��� � ��� ���� � � �$� ���8%�� �:9 � � ����� �=� ��� � � ���6� � � � ����	�� � U�� �2. ��� �C@A.�������� ����!

T � 	����8� �f#���� � � � ���_-,���{-,��� ��� ����� ������� � ��� ��������� ��	�	 ��������% �=� ��� ��-,��� ��� � ��� 	�� � U � ��."-,��� �h. �2.5�(. � ��� � ��� �
� ��� ������� ��� pNx :,nNm s6H 	�N�v�% ���������;�$� ��� � 	����K�H� �����XC ����� ������� !j? ���������h� �&�$#������ ���������������D� �����/.�% � � 	 �8� � � U ��� �����
	��;����� �8��� � ��� ���� � � �$� ����-,��� ��������������� � ��� N �AN�v4C ����� � � ��� !

�nP�� �#%O��%7�[� d E � F �[KYL#.705N,%'��Pn� �  !�#0�� �[�#"$�&%'�(� ���
Q���� �

f
������C ����� � � ��� !&T � M_n N�ojxfv�O�s6H'JBv r Hcv N�oAwD� �

f
� � � ��� 	��f��� 	 � ��� ����� ��� 	�� � U � ��. ��� ��� � 	����H� ��� ��� ���� � � �$� �

-,��� �������������
f
!

T �*M_n,NKoAx;v�O�s6H'J1v r v�w*o$p M�v�� �
f

��� ����� 	��;����	 � ��� ��� � ��� 	�����U � �2.����
� � 	���� �4�H� ������������ � ���$� �7-,��� ������� ��� �
f
!

T � � � � ����-,��� � ����� ����� ��� � � � � � ����	�� � U�� �2. ��� � ��� ��� ������� ��� �Xg��������� ���E����� �2S � ��# � ���K� � �2.8.������ �2��� � �8� ��	('
	����;-,��� ����� � � ��� � 	 ����� ��� � ��� 	���� ����� ���"� � ��C ����� ����������!

� � 	 � � �:� ����� ��������� � ��������������� ��� � ��� 	�� � U � ��.��H� ������C ��� � ������� !]b ��� � � 	 � �����;��� ��� ������� ��� ���	-���� ��� ����� 	�����U � ��.
� � ���4C ����� � � ���{� � � ��� ��� � ���

O(n log(n))
0 ������� 	���� � U��8� 	�� � � � � � ��	�� ��� �

9
� � �*� � rIH*m2n �NlIM Hzs n=r �Xx � pNx :,nNm s6H 	�N1s ��l/v

� �1g�!HF ���2� ���<%HF !jT ��������� � ���
� �7J !AJ � ����� � )yF�T<J ABC,+61 !eW ����� ��� 	��f��	 �����D� �����=����� ����C ����� � � �����8% ��� ����� 	�����U � ��.
��� � � � 	�� ��� ��� � 	���� �������&���{� �*� ��� ��� � ��� ������������! ����� ��� ���7-,��� ��������� 	�����U � ��.��H� ��� ��� ���� � � �$� � � � � ��	 ���;� �����
0 ��� � � �2' �=' ��� � ����������������� ��� � ����	�� � U�� �2.7�H� �����4C ����� � � ���=1 ��� � ��� ��#�������.��$.�� ����� � �2# ��� �C> ��� ���B��C ��������!

b �:� ��������� � ������� � ��� �2.���� ��� ��� �7� � � ��������� � ��� ����	 ����� �B� � �,����!�+�� ��� �8� � � �8� ��� �2.���� �������4� ��� � ��� 	�����U � �2.�� � �
���������� ���/��� �:-,��� ��������������� �G������C ����� ��������%���� 	 � � � � � � � ��.�� ��� � ���G����� � ��� 	�����U � �2.�� � ���4C ����� � � ��� ������� ���f.�� 	����G���
���������� ���/���D� �����/.�!&+ ����� �*%(� ��� ��������� � ��� 	���� ����� ��� � � ����% ��� 	 � � � � ��� � ����� �����0-���� � � � ��� 	�� � U � ��. ��� � ���

O(n2)
!

� ��������� 	 � � ���=��� � ����� � �7-�������� � ����	�� � U�� �2.B�������1C ��� � �������E-,��� � � ����������������� � ���
O(n log(n))

!

�nP�� �#%O��%7�[� d�V � F �[KYL#.705N,%'��Pn%'KML .'%7"B%'��0���
Q���� �

A
��� ���������� ���/��� ��������������� �������BC ����� �������

f
!eT �7M�n N�ojxfvPO�s6H'J�vPO ojxysQM s6H v1� �

A
��� � � � � ��� 	�����U � �2. � ����� ��-����

�(. ������� 	��2. ��.]� � �6� ��� ��!$T �*M�n N�ojxfvPO�s6H'J�s6N�ojxysQM s6H v�� �
A

��� � ��������� 	�����U � �2.7� �
f
!

+������ � � ��� �5��� �]% ��� ����� 	�����U � �2. �;� 	�������� � � �H� ��� �������� � ���$� � � � � ��� � ��� 	�����U � �2. � � ��� C ����� � � ��� ������� ���f.��
	���� � ��� ���������� ���/����!<T!� �`�(.��5-���� ��� ����� ���{� ����� �f#���� ��� �����V�$. ����� ������� � � �����������������8����� � � �;� 	�� ��!�i � �2' ���"-,��� ���
	�� ���� ���1� �8���K-,��� ��.������ �D��� ��� � 	���� ����������������� ����������� � ��� ���f� �����D.�� � �����B��� 	�� ���� �=�6� �	� 	 �8� �A> ����� �

�
D��D�

��� �Z' � ��% 	��;��� ���f� 	���� � ��� �]%<-,��� ��� ����������� ��s6N�ojxysQM�s6Hcv N6v rIH4.�������� �������Z� ���
�

��� ���� � � �$� ��� ��������� �E.��2. � � ����	 �=�����
0 	 ������� �?@j.�� ��� � ��� � ����� �����216D

T � �2.�	 ������� ��� ��� � 	����@.����`� ��� � ��!Oi ���A@ � �8% ��� ������� � ����� � � 	������`-,��� � ��� �:-,��� ����� �Z� �=��� �����
�
���������� ���$� � � ����� �

����������� � 	��;��� ���f� 	������D�6.�� � ������%/� ����� ��� ��%/� ����� 	�� ���/� � �����h� ����� ���������-,��� � � � �R� ��� �
�
!$i � �������2.8-,������� ��%$����� �

��� ���� � 	�����9 � � � ������� ���=� � ����	6��� 	�� ���� �=�6� � ��� �8% � � 	 �8� ��I���� � � � �2.���� ��� ��� �G�H� .�������� �������R� ����� �����
�
�������� � ���$� �

-,����C ��� ����������� ����� ��� � ��� �6� � � � � 	������ 	������������ �V�(.������ ��	�	 �8� ��� �8% ����� �8% � ����� ��� ��������% !�!�!X-,��� ��� 	 �������5� �
� ��� 	�� � U � ��.4�$� 	������� �=�6� ����� ��� ����� � ����� 	 �����2.���!

i � �����/� �:��� � �f� ��� ����� � � �����ZC ����� ���������X��� 	������� �=�6� � ��	�	���� �-G�� ��� ��� ����� � ���� �]%N. � ��� �	�������$.���� ���������� ���/����%
� � ��� ���������1��� �=� � ������� ���� � � �$� ��% ����������������� ��� �6I8���5C ����� � � ����%:� ������� �����V������� ��� 	�� � U � ��. ��	 ���;� ������!�� �

9 ?



	 ����� � ��� � ��� ��� ���$.������ ��	�	 ���"� � � 	�� �=9 ��� � ��� .�������� ��� �"� �h� �����f#���� ����� 	���.�������� �;������	 ����� ����� �,�/� ��� � � % 	$�����
��� ��� �RC ���2� ��� ��� ���(� � �����A> ����� � ��� ����� ��� �����&� ��� � �(� � �A> ����� � 	 ����� � � � ���_� ����� � � ��� �7� ����� ����� ��� �;����� 	 ����� � � �
�&�$� ��������!

�����&0H���&%'�(�!�#46.7%O��P � 0HN ��0/�!1&%'�(�#�!46.7%O�&P
� ����� � ������������� ���(UX� �(�(#������G� � ��������������!�� ���4� ����� �2. ��� ���!.]-,��� � ��� ����� ��� � � �$. � � � �;-,����%��=� ��� �Z'c�N'c� ������-,��� �����

	 ��������� � ��� ����� ������� ������� �����G�6I � ���GC ����� ����������!$�D��� ��� ��� �Z' ���A�(� 	 ��� � ����� �&���D�$� 	�� ���� ���1� �8���(DKF � �G� �(�(#�� � �
	 ��������� � ��� �Z' � ���H� . � � � � ��� � ���6I � ��� ��� ���� � � �$� ��� ����%e�(�E����� � � %$� � � ���������� ���$� � � ���;������������� �[D

Q�� �z� ��� � � �B� �(�(#������ ��� 	 ����� � �6�H� . � � � � �{-,��� ��� � ��� 	���� � ��������������� ��� ����� � � ��� �!C ����� ����% � � �2' ��� � � ���;� ��� �
.8-,����� ������� �0�{���h� �(�(#�����-,��� �=� � ��� ����� ��� � ���<C ��� ����� D1L ����� ��<��]% �����D� � �(UY� �(�(#������ 	 ��������� � ��� �0� ��������� ��� ��� ���
�6I � �4C ��� � ������� 0 ��� � � ��� ���61 !�� �������z� ���Y� ������� �(U ��� ����� ��� � � �Z#]-���� � ��� ��� ������� �A> ����� �4-,��� �*� ��� ��� ��!

T �������������Y-,��� ���B�(.� �������� � ��� � ��U�����I � � � ����� �;� 	 ��� � ��� ��� � 	 ����� � � 	������� �=�6� � ���]%���� ����� 	��;. �2�e� �B�H� ���
� �(�(#���� ��� �����2� �7� �4C ����� � � ����� ������� ���f.�������� � �=� �������4� � � ��� �2.�!eb � ���8� � ��� ����� 	��;. ���/� � ��� � �������7�H� ���������� ���/��� �
	�� ���� ���1� ����� � � ���8%�	��f��� 	����������������;#�� � � ��� �8%���� ���8� � 	 ��������� ��. � � � � ��� � ��R� �����

�
��� ���� � � �$� ����!

F � ����� �����������<%���U�� �2I8���8� ��� � �;��	 ����� ��� ����% ��� ��������� �X��� �z�;surIHcv rIH*s nNr/rjpNxys6H'J ����	��;��� 	���.�� ���2. � ��� �K� � ��� M_n N �
oAx JAH*l ��v{surIHcv�r=Hzs n=r/rAv xuxfv6�(� � �(�(#�����!HT ��	�� �����;# � ����� ��� ��	����4� ��� � ����� ��� � ����� �(�(#�� ��	 �8� � ������� ��� ���D� ������� ����	
� �4C ����� � � ������!(b � ��� ����� ��� ������� ��� ��� 	 ���2� � �K��� . � � � � ��� � ��R� �����

�
��� ���� � � �$� ��� 	 ����� ��������������� � � ��C ��� � ������� ��!

?������ � � ���������"����� � �������X� �&�$#������ 	��2. � ������.�� �����z% �z� ����� ��� ��������������� ��. ��� � ��� ��	 ���X����� ��� ��.���!�W �;��� � �����H% � � �
� �(�(#�������� ������� � ��� � � ����� � � � 	����1� ����� ��� ��� ������� ��� �2S�� � �NU �`-,����� �2��	�	��f.8����� � ����� ��� 0 �2. ����� ��� ��� 	����;� � � � ����% ���_� ��� �
� � �����2� ��������������% !�!�!P1�� ��� � �
����� ��� �2.������ ��� ������� ������� � �������������6� � 	�� ���� �=�6� ��� 0 	���� ��U � � 	�����% ��� �(U � ��� �����
� ��� 	�� � U � ��. ��� � � � 	�� ��� �G� ��� �$.�� 	 ���G��� 	 ���fS��LK�� �/1 !(� � � � ��	 ��� � ����� � ��� ��� �:-,��� ��� ����������� �!.�� �;� � ����� ������� ��� ��� �
C ��� � ������� ���(�E���(�(#�� ��%����
� �=��� ���H.����f� ���$. � ��� � ������� ���������� ���$� � ��-,��� ���
�=��� ��� �������������;�6. ����_� ����!

> ��� ���1� �����]%$T !eF ��������� ��� ����� �2. )yF ��� AB@/+<-,��� ���4���(�(#�� �7� � ������������� � �����2. ����� ��� ��� 	�� �f� � ��������	 ���2� ���K� �
������� ������� ����C ����� � � ���

min
0 -,��� � ��������� � ���!� � ���f���$� � �G� �8�(U ��� ������� �21j� ����� ��� 	 ���2� � � 	������H� .�� � ����� �*� �������� � ���$� �

-,��� ������������� � � �����4C ����� � � ��� ��� � � � 	��
O(min(x, y))

!
T!� ����� ��� ��������������� ��.1����� � � ���N9 ����� ��� ��� ����� 	���.������ � �1� �z� ����	�� � �7-,�����e� ��� � ����� � ���1� ����	 ���������0����� � ����� �����0� �

C ��� � ������� �������������{� �(�(#����0��� ������� ��� !(FD� ��� ��� �����$.8� �����`-,��� � ��� � ����#��<9 �����A� ����. ��� � ����� ����	��2��� ����� � �=��������	V� �
C ��� � ������� ������� ������	 ����� �K� �(�(#����B� � ������� ���*%$� ����� �=� ��� � � �(C ���2� �����`-���� � ��� � � ��� 	��f#����8����� � � �&� � � ����!HF �B-���� ��� �
������.�� ��� ����� ���(� 	 ��� � ��� � �&��� � �$C ����� �����`-,����% �=� ��� ��� ������	 ����� ���G��� �� ���/� ��������� �D�H� ���������� ���$� � � ������� �=�6� ��� �
� � � �����2.�� 	 ����� ������� ��� ��� � ����C ����� ����������!

W �����4������� C ����� ��% � �	C ���/� � ��� �4������	 � � ���7�H� ��� � �(�(#������ � ������� �����4-,��� ����� �8% ��� -,�����`-,��� � ��� � ��% � � � ��� �������������f'
��� � ��� �7����������� ����� !�FD� � � �B�E� ������-,��� 	$����� � � ���f����������������������� ���������� ���/��� �D����� �����;#�� � 	���.���������%H� ����� � �;�X��� ���
������� ����� ��� ��� ���4� �(�(#�� � �B� � ������� ����� ������� 	 �������{� � � � � 	���!@Q�� ��� ���(� � � ��� ���/#����{� �6) !�M0������� ��� ��% ��� �8� ����f'
� ��� ������� �2+���� ��� ��� �DQ � ����� � � ��� ������� �

�
0 +DQ�� 1 ) M0��� A5A-+�-,���*%������������ � ��� ����� � % 	 � ������� � ���f����� ��� ��� �f� 	 �������B-,�����

���������� ���/��� �2������� ������� �=� ��� �����������H� �=��� ��� ��� �������
�
!
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F � � ����	�� ��� ���$. ����� � 	��;��� ��� ��� ��� ����� �����K��� ����� 	�����U � �2.�% ��� � � �2' �=' � ��� �X� �����������������0� �1C ����� ���������0-,��� 	 � ������� �
I � ��� �����������;.�� �7����� �4��� ���8��	 � ��� ��� ����	���� ��� �����$.�%<-,��� ��� �7C ����� ������� � ��� 	���� �=�6# � ��� �4� � ���5C ����� � � ��� !@F � �
� ����� ������� ��� ��� ����� �2.��������/�(.�	 ���/����� � �����(�E� �(�(#����7� � ������� ����� � ������� �*% ���
	���� � ��� ����� ��� 	 ����� � �B-,��� ����������� ����� � �
� �(�(#�������� � ������� ����� 	���.������ �2. � �=� � ����	�� ��� � 	��2. ��.]� ��� ��!�?K. ������� ����� �������������G� � � ��� 	�� � U � ��. �Z���G� ���!C ����� ��������� ��� �
	��;��� �.��$.�� ���<-,��� �2���K� � � 	�� �����f#8��� ��� �1�(.�������� ���
��� �2���K� � � ��� � �8�X��������!/i � �A@ � �8%e��� 	�� �����f#8���B���X�(.������������
���5���
��� � �8�X������	 �8� � �����N9 ����� ��I���� ��� �=� ���$.7��� ��C ����� �������
����� ��� �2.������ ���`-�����!

�e� ��� � ������� ������	��2. � ��� ����� ����� � ����� � � � 	���� ����� 	�����U � ��. � � ������� ��� � ��% ��� � ���6�����/d���� � 	���� ����� 	��f��� 	 ����� �����
0 �	�����	� � � 687�9����"� ���I1 ��� ��� ������� � � ��� � 	���������� 	��;������ ���/����� 0uC ����� � � ����� ������� ������������� ���
� �8���f' ����������������� � �P1 !
F ����� 	 ����� � �7� ��	��2. � ��� ����� ��� 	����8� � ��� ������� ����� � � � �;� 	 ��� � ��� ��� � 	 ��������� 	�� ���� ���6���8��� ����	 �������*� �������;S � �1� �
	�� ���� ���1� � �G-,����� ������������	 � ��� ��� � � ����� � � ��!,i � �A@ � �]%���� ��������-,��� ��� ��� ���� � � �$� � � ��������������� ���8��	 ��.��;. � ��� � ��� � �
��� 	����;� � � � C �2. ����� ��� C ��� �V-,��� 	 �8� �H� ������.���I � � �z� ���������� ���$� � � � �]% ��� 	�� � � �;-,����% �����������������=����� �2���0��� ������� �������8���
0 ���HC ��� ��� � �=��������	 ��� ��	E� ��� � � 	�� 	 ����� � ������� ��� ��.��2��� � � � 1 !

�  "� �-$ &V
 	�� $ �	�'&V
��	� � � $ ����
 * �����5�

� ��
� �&���(�*�I! � 
 � ��!$�
� �
���������� ���/��� 0 -,�����<-,��� � ��� � ���4���(�(#�� �B�����������������21 � � � �����('c�(. � ������������� � � � � ��� 	 � � �K� � ��� � ������� ���/������� � �

C ����� �0���
� �����fUV� �4� �����;#�� � ���;.�� � ����������� � ����	��;����� �8��� ��	 ��� ���f������� ��.���!
F ������������� ����� 	 ����� ������� ��� ����������� �Bg���� � ��6� � �������������4C ����� �������Y� ��� � ����� � �������E-,��� � ��������� �0���
��� � �8�X�����

�H� . � � � � 0 ��� ��� ��� ��� � � ��������� 1�%�	 ����� � � � �ZS � �2#8��� ��� � ��. . � � � ����� ��%$�6I � ��� ������� ����,/����� � � � 	 ����� � � ��� ��� ������� ���
� ��� 	 ���8��� �8%$� � ����� ������������� ������� � � ���E����� �=��� ���;.�� � �������0-,��� � ��������� �����
���=� ���<����� ������� � � ��� 	����2� � 	��;����� �8��� ��!

�nP�� �#%O��%7�[� d(d � + . 2[�[�T%O�"3!KY0/1 �!�(� � �!PH�&05�TKY%7�!%71_�&0/1����
� ��� N�p M 	&surjv ��v �(l(m sur�:6rAn=r �3� J Hcv�m N1sur/s`w Hcv���� �����5-���� � �2��	�� ���

(Σ, Q, q0, qf , F )
���

Σ, Q, q0, qf
����� � ���f� ������� � �

�=�$UE� ��� ��� �����K�$. �����2� ������� � ��� � �
F

� � �0������C ����� �������
Q× Σ × Σ → Qn ×∆ ×∆ × Σ

0
∆ = {←, ↓,→}

1 ! D
� ����-���� 	������ ��������� ���*%���� �����������A. � ������� ���B� ��� ��� ��� ��� � �*� ���V� ��� �8�(U � �������NS�.�� 	���� ���7C ����� � � ���V� � ��� ������� �������
0 � ������� ��� �7� �����f#��������;.�������� � ��%&.8-,����	�� ��������������� ��� �����������?@j.�� ��� � � � �����fU 	 � �����;��� � �P1 !

� � w �Ow H � N�v ��v�m�J2J2M m s6Hzl(m2vBrAn=r �3� J Hcv�m N1sur/s`w Hcv���� �������ZS � �2#8���7� � ��. . � � � ����� � �����(' � ��� ,/����� � !
� ����N�p M 	&surjv � M�n N�o H v l(m_w�rAnNr �3� J H v m N1sur/s`w H v � � �:������� ��� ��� ������� ��� 	 � � ���:-,���(� ��� 	 �������H� ������� ��� ������� �������

� � � �=� � �����('c�(. � ������������� � � � � � ��� � 1 ou
��� �

2
-���� � ��������� � �*� �����B� ����� �8�(U5����� ������� � � ������� �4� �����;#�� � ���;.�� � ��������!

T � � ��� 	�� � U � ��. ��� � � � 	�� ��� ��� ����	������5��� ��� ���������� ���/��� �����(' �$. �����2� ������� � � � � ��.� �����V� ��� ����� 	�����U � ��.
� �NU �;� ��� ��	 ����� � � ���������7� ����� U&. ��� � � ������	 ��� � �;��������� � �*� ��� ���� � � �$� ��!

T �1C ����� � � ���������������f.�� 	�������� �������� � ���$� �������$' �(.������2� ������� ��� � � ��� �������B� ��� � ��� � ����� ��� ����� ����-,��� 	 ����� � ��� �
.� ����� �=�8N6p O�s6N1l(N � � � ��.��2��� � � � ��� ���z� ���������� ���$� �������(' �$. �����2� ������� � ����� ��� 	 ��� � � !

T � � �����fUa�H� ����� � ����� ��� 	����2� � � � ��� �C@j.�� ��� � � �2. �Z��� � ��� � 	 � �����;��� � � � � ���$.������ ����� � � ������9 � ��� � � ��� ����� �Z���6� � �
C ��� � ������� � � � �����Y� ��� 	�� �����;# � �������X�(.������������
���Y� � � ��� � �8�X������� ����� ��� �2.�� ��� � �;-,��� ��!(+ �������z% � � ��� �C@A.������ � � ��.��2���f'
� ��� ��	 � ������� � 	������/� � � ��� �;��	 ��������-,����� ��� � ��� �8����� ��	�������� ����� � ��� �

0
���

1
!H? � ����� � � � �����;� � � ������� �����4������� ��<��

	 ��� � �;������� 	 ����� � ��������� ����� ��.��2��� � � � � � ������.��2.4. ���/� �;.���������� ���6����� ��	 ����? !AQ�	�� �����8) Q�	�� @B@/+ ���V> !e? �������������
F !,W ��� ��� ���5) ?DW c5;,+ !&T ���(. ����� � � ��� � ��������� � ����� �8� ������	������0� � ������� �0� �K)�!$M0����������� � ����i !$M������ ��� ) M7M A5:/+ !&i ��� ����� �
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���3C ��� ������� 	���� ����� ��� ��� � �$.�������� �����������;-,����� ��� �B� ����	�� �����f#8��� �D���1�(. � ��� ����� ��� ��� �����0� � �$U �2. �Z��� � ��� �F0 W �T !0
� � � 46.'1&0(1 � ����� 	 ��� � �;����������� ���_� �����/.�� W �T #0

> � 46.71�0 !T!� ���_� � ��� � ����� 	���� ����������� ��� �2. �Z��� � � � � 	 ����� � ������� ��� ���K� �NU �;�X�$� ��� ��������� ��<����B�(. ������� ��� �����6I � � ����� � �
� ��� �<I���� �:� ���������2. 	 ����� � � ��-,��� ���������� ���/��� �����('c�(. � ������������� � ��!�i � 	�� � ���`-,��� ��� 	��f��	������<� ��� ���_� � ��� � � ����������� �=�������

�� ��������� � �����D�6I � ��� � ����� � � ��� � ����� 	�����U � �2.�!�� ��	 � � ��� ��� � �`�(.�� ��� 	 �����#�$U ��� ����� �`�(.����K-,��� ����	������/�E��� ����� � �
����U �������� ��	����`-�����!

� N,0HKYL#.70 a �
9 !KQ&��	�	 ����������-,�����*� ���V� ��� 	 �����7�H� �����4� ��� �������4� �7g<��� ���� ����	 �=�����0��� � ��� ��������� �*� ����� � ����.�� � � �R0 ���5�������������-1

�Z��������� � �(U �;# � � �2�/����� ��� �4��� ��� ����� �8��������� ��� � �������:� � �*� ����� � ���7.������ ���2��� ��� 	����8� � �������$����� !<� � 	 � ���
������� � � ����� ������� � ��C ��� ��� �8� ��� �������0� ��� ������� �����V�$. �����2� ������� � �4-,��� � ��� ��� � �j��� ��� ��������. � � � � �Z��� ����	����8� � ���
�2�$� ��� ��� � 	����8� � ����!(i �
� @ ���8%���� �2�(> �K�H� .�� � �����4���
�����X��� �7-�������� ���e-������2��� ���7� � �$U��;# � � ���$����� 	/�����K� �
����� ����� ��� ��� � � ���� �1�H� ��� � ��������� ���1�(� �����X�����{. � � � � �Z��� ��� 	�� � � �������2�$� ��� !:Q�� � � ����������� ��� � 	�� � � �����]%
������� � � ����������� ��������������	 ��� � �;��������� ����������� ��� ��� ����.��2��� � � � � 46 !N !AQ � ������%�����S ����� � ���5� ��� �������
������������-����
��� ��������� �B���Y� ��������� ��� ��� ����������� � � � � ��.��2��� � ��� W �T !0 !
T � 	���������� �Z.�������� �K���
�����X��� �D-,�����������/-,���

�
��� � �2. �������2.�� 	���������� ��� ��� �����2����� ��� ����!$T ����. � � � �

q0, q1
� �

q2.�� � ������� � �2����� �1� � �(U �;# � � ���$�����Y��� ��� ������� 	 ��� 	��f� � �� ���/�E-���� � ���f����. � � � ���Z������� 	�� � � ����� !/W ������� �����/%
q0

	��������B� �7� �����f#���� �����h�(. � ����� � ����� ���X�������
q1

���
q2

-,���<. � � � ����� � ��� � 	 ��� ������� � ���������
0

���Y���
1

�Z���
� �7� �8�(U �f#8��� ���$����� !(i ���2��� ����%������ ��� ��� ����	 ��� � �7���������z� . � � �

q3
-���� ����	 � � � ������������� � � �2I � ��� ���5�$. �$� �0� �

� ����-,���6� ��� !�W!����� �*� .�� ���
qf

����� ��� � 	 ���/� �
�*� .�� � � ����� �������G��� ���5� ��� ��� ��� 	 ����� � ��� ��� �X� �V�(.����;� ��� � �G���
��������������� �����Y� ��������� ������� ������� ��� ��!
� Σ = {0,1,t}� Q = {q0, q1, q2, q3, qf}� F

��� �K� �����/.���	���� ����� ����� � �=��0
x, y

�$.���� ������ � ��� �f� 	 �������7-,������� � ��� ����� ��%6%	�(. � ������
0

���
1
1 �

| � ��� T � ����� �
1

T � � � ���
2

| � ��� � � ���
1

��� �
2

| � � � � �

q0 t y q3 ← ← y
q0

%
y q1, q2 ↓ ↓ y

q1 x y q0 → → 0
q2 x y q0 → → 1
q3 t y qf → → y
q3

%
y q3 ← ← y

;�!�T � �2S � ��# � �D� � �2.8.������ �2��� � �2��� � ����� 	 ���2� ����� �0�(.����;� ��� ��� � �����`� � ��.D�H� ��������U 	�� ��� ��� ���1� �����;.���������!,b � 	������/�
������� ����.���������C ���2����� ��� �����;.�������� � ��� 	 ���2.���� � � ��� ������������0 � ��	���.������ ��.���� 	����!� ��� ����� � ��� �21 � �!� � � � ����������'
��� ��� ���]� ��� �J�Z� � �]%�� ����� ��U ��� ��������� ������� ���� � � ���X� � � � �������=�������@-,��� 	 ���������!� � � ���e� ��� ��� ��� � �z� ��U 	�� ��� ��� ����%
����� �������4����� 	���� � � � ��� ����� ��� � W �T #0 ���K����� � ��� � �X�H� ��� � � ������������� ����	��2. � ��� � ��� ������� ��������� ��� � ���� � ������� �����f'
������%�� � � ��������� ������� 	���� � � ����� ��������� � � 46.'1&0 � ������� ����� � �D-,������� ���/-,����!,T ���ZS � �2# � � 	���� � ����� � �*� ��U 	�� ��� � �����
� �X��� ����-�����C �����X-��<� ��� � ��������� ��� ������� ����������� ��� � �������=��� ��% � � �;��� ��� � ������6� ��� �����f#���� ����� �(. � ������������� � �
����� � ����� ���K� �����;.���������!AQ�� �z� ��U 	�� ��� � ����� ��� � � � � ��� � �=��� ��% �z� ���h� � � ��.��2��� � � � ���(� ������� ��� ����� � W �T #0 !HQ��������<%
����� ��� � ���2. �Z��� � ��� � ����� ��� � � 46.71�0 !T �����RS 	 ��� � ����� � � � , � ����� , � � "�� (α, β), � "�� � !0T � � � ����� � �2� � ���8��� � � ��� �

C = {0 : � � � ,S : � � � →
� � � , W �� #0 : � ����� , � 46.'1&0 : � ����� , � 4R� : � � � → � ����� , �J�[� : � ����� → � ����� , � � : � ����� × � ����� →
� ����� ,⊥ : � ����� , ( 46%'� : α× β → � � "�� (α, β)}

� � ������C ����� � � ����� ����� ���(. ����� � � 	������

� 	 �
: � �

"��
( �
�����

, � "���� )→ � � " � ( � ����� , � "�� � )
��	 �

(
( 46%'�

(
W �� #0

,
.
))→

( 46%O�
( � 46.71�0 , . )

� 	 �
( � 46.'1&0 , . )→ ( 46%O�

(
W �T #0

,
.
)

	 �
: � ����� × � � " � ( � ����� , � "�� � )→ � � "�� ( � ����� , � "�� � )

	 �
(
W �T #0

,
( 4Z%O�

(y,
.
))→

( 4Z%O�
(
W �T !0

,
.
)

	 �
(x, y)→ y

;$c



�

�

� : � � � × � � � → � �����

0 = 0→
W �T !0

0 = S(y)→ � 4Z.'1&0
S(x) = 0→ � 4Z.'1&0

S(x) = S(y)→ x = y

"  ��� : � ����� × � ����� × � �����

"  ��� ( W �� #0 , ϕ, ϕ′)→ ϕ
"  ��� ( � 46.71�0 , ϕ, ϕ′)→ ϕ′

" �
: � � � × � "�� � → � �����

" �
(x,

�J%'.
)→ ⊥

" �
(x,
F �(�!1

(
( 4Z%O�

(y, ϕ),
.
))→

"  ��� (x = y, ϕ,
" �

(x,
.
))

� � �
��� : � � "�� ( � ����� , � "�� � )× � ����� → � � "�� ( � ����� , � "�� � )

� � �
��� (
( 46%'�

(x,
.
), ϕ)→

	 �
(x,

� � �
(ϕ,
.
))

� � �
����� : � ����� × � � � × � "�� � → � � " � ( � ����� , � "�� � )

� � �
����� (⊥, x,

.
)→

( 46%O�
(
W �T !0

,
F �[�#1

(
( 46%'�

(x,
W �T #0

),
.
))

� � �
����� (⊥, x,

.
)→

( 46%O�
( � 46.'1&0 , F �(�!1 ( ( 4Z%O� (x, � 46.'1&0 ), . ))

� � �
����� (ϕ, x,

.
)→

( 46%O�
(ϕ,
.
)

� � �
: � ����� × � "�� � → � � "�� ( � ����� , � "�� � )

� � �
(
W �T #0

,
.
)→

( 46%O�
(
W �T #0

,
.
)

� � �
( � 46.'1&0 , . )→ ( 46%O�

( � 46.71�0 , . )
� � �

(
�J�Z�

(ϕ),
.
)→

��	 �
(
� � �

(ϕ,
.
))

� � �
(
�]�

(ϕ, ϕ′),
.
)→

� � �
��� (
� � �

(ϕ,
.
), ϕ′)

� � �
( � 4R� (x),

.
)→

� � �
����� (

" �
(x,
.
), x,

.
)

T � �����3�(.������2� �������2� � ������� �0�(�3C ��� �0-,��� � � � ��#��� � �K� ���2.8.������ �2��� ���K� � � � �
�����

� ��� ��� ����������� ��� ��� ��!/i � �����
	 �8���������0I � ������	�	����`-��/.������=�$U5�6I � � � ��.8����U�� �����X� ������.��2��� � � � �.0 ���4�����KC ������� � ������� ��� � �P1�� �?@j.�� ��� � ����!
i � 	 ��� ��� � W �T !0

> � 4Z.'1&0 � �
ϕ > ⊥

	 ����� ��������� ��U 	�� ��� � �����
ϕ
% ��� ��� � � ��� ��������� ��� �2S � ��# � � �����('

�(. � ������������� � �7-���� �������������0����� ��� � ���� � �������5� ��� � �������=��� � � � ���e����� � �z� ��U 	�� ��� ��� ��� ��� ��� ����� �=� ��� � 	 � �����f��� ��!
>�!�T �E� ��� �������{������� 	 ���8��� � �Z��� � ��� � � ����������� � �*� ���$� � �������a� �V� � �(U ��������� ����!�i � C ��� �8% � ����-,��� � U(.������������

� �������7��� ��.��2��� � � � ���(C .�� ��� ��� ���Y.� ���<� ��� �����6� � ����������� ��.�� 0 ���Y����� ��� ���8��� 1 !AF ���1� � ���
��� ����������� ���
-���� ��� 	��;������ ���/�
��.��2��� � ���8%����4-,��� ��� � ���6��� ��� � � @ � � �������8� ��� ����� �����&��� 	 �����0��� �����������*% ���"� ��� �������
�����('c�(.�������� � ����� ����	 ����������� �4C ���������*� ���$� � �������Y� �7� �8�(U �����X��� ����!
i � ����.���� �

x, y
!

Q���������� �
y
!

0 : � � � 1 ou end
1 :

� � �
x

2 :
" � �

y
3 : � � � 0 ou end

end
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� 
  ���*�L
 �I�  ����
�nP�� �#%O��%7�[� d 8 � W 0HKYL#1 L �(.O^,���[KY%746.����
� ���VC ����� � � ��� � � ������� � �	�
����� ��� ��� � ����	�� � U�� �2. ��� ���8��	 � ��� �1� ��� �$.�� 	�������� 	 ���fS��LK�� ��% �=� ��� �Z'c�N'c� ����� ���

O(na)
!

� ���YC ����� ������� � � �V������� , �	�
����� � � ����� � � � � ����������������� ��	 ���"��� �������� � ���$� �������(' �$. �����2� ������� � �h� ��� � ���
� ��� 	�� � U � ��.���� ��� � 	�� ��� ��� ��� �$.���	 �������
	 ���;S �IK�� ��!

W ��� ���$����� � ������������% ����� �������� � ���$� ����	 ������� ��� � �=��� ����I � ���7� ��������� ������� ��� ��� � ����� � �����������7� � ����� 	�����U � ��.
���5C ����� � � ���5� � ��� ��� � ��� 	�����U � �2.{vPO ojxysQM s6H v�!

� � 	 �8� � ���������G-,��� ���7�(. � ��� � � ���{� ��� � ����� � � �:� � ����� 	�����U � ��.K�(.�	 ���/��� � ��� � ����	�� � U�� �2.D� ���!C ����� ���������8%�� �����
� ������� ��� 	�� � U � ��.D� � � ��� ���� � � �$� ��� � � � ��������������� � � ��� ������%(� 	�� ����� �z%,�(� ���"� � ��� �(�(#�� � ������������������� � ������� ����!$� �
	 ����� � ��� �����������j�$. ��������� ������������������� � � ����	�� � U�� �2.�� ��� ��� ������� ����� � ��� ��� �����H���(�(#�� �4� ��������� ��� 	 ������� ��� �����fU"� � �
���������� ���/��� ��!
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� ��� C ����� ������� ��� �3����� � 687�9����"� ��� ��� ��� ����� 	�����U � ��. ��� ����	���� ��0 �2���h����� � ��� �������a� �ag����������1 ��� � ���
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� ���KC ����� � � ��� � � ����������,�6 7�9��$�"� �!� ��� ����� ����� � ����������������� ��	��������
���������� ���/���������(' �$. �����2� ������� � �0� ��� � ���
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F ���0� �8�(U � ����� � � �K� � � ��� 	�� � U � ��. ��� 	 �8������� � � ��� �����`-,��� � ��������U ��� � ���4-,��� 	 ����� ����� �(�(#�� �6� ���D� ��� ������� �
� �Bg���� � �� !(i �
�A@ � �]%����6�(. ����� �������Y� � � �=� � ��� �����(�(#�� � � �;��	 �����4����� ����� 	�����U � ��.����
����	������4�������;� �����4���
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!
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� ���6C ����� ������� ��� �X����� � ������� �!� � � ���
� ��� 	�� � U � ��.���� ����	�������� � �B� ��� �$.�� 	����7��� 	 ���;S��LK�� ��% ��� � � �2' �=' ��� � � ���
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�����	��������� ��� ��� � �������������=����� 	�������� ���������� ���/��� �����('c�(. � ������������� � �!� � ����� 	�����U � ��.
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� ���BC ��� � ������� ��� �0������� - k
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T � � � ����� ����� �����('c�(. � ������������� � ������� � ����	�� � U�� �2. � 	������������ ��U 	 ��������� � ��� ��� ��� � ����� 	 ���K�$. ��������� ����� ����� � � ����� �
.� ���������=�$U � ����� � � ���(. � ����� � ����� ����� ����� ��� � 	 ���e����� ��� ��!
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�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �g ��� ���������� � ���$� ���$. �����2� ������� � �X. � ��� ������� � �@��� ��� ���� � � �$� � �����(' �$. �����2� ������� � � 0 � ����� ��������� ���/������� �4� ��� �����fU
	 ��� � �;�����/1 % � ����-,��� � ����� ��� ��� ����� 	�����U � �2.a�(.�������� � ����� ��� � � � ����� �����,��� �������
��� � ����� � � � � ����� 	�����U � �2. �����$'
�(.�������� � ����� ��� ����� ��� � 	 ���/����� ����!
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� � �������� � ���$� � ��� 	 �8� ��	 ����������� ��� ��� 	��;���0�H� ����	������X-,��� �����
� � � 	��0�H� � U(.������������ 0z��������� ��� � � ��� ��� 	��2# �P1 !
F �B-,����� ������� �*� ����� �;����� ���5����� � ����� ����� ���8� 	 ������� ������������������� � ����� ������� 	 � ����������� ����� ��� � 	 ���e����� ����!
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kE � ���������� �����������D� �C@A.�������� ����	 ��� � �;��������!HQ �@��� �������'

� � � �$� �V� ����� �z� ����	������"� � ����������� ��� ��� ��� �$. 	 ���
E

�����������V� ��	$����� 	��;������� ���8��	 ��-,���
kE % � � ��� �BC ��� ��.8� ��� �

� ��	������2. �=�Y� ��� ���
2
C ����� 	����K������� ���������� ���������h� �����$.�� � ��� �V� ��� � 	���� � � � ���h� ������� � � �!��������!<F ��-,���	� �������

�*� ����� �;����� ���3� � � ������������� � 	��������������0����� � ������� ����� � � � � � � 	 ������� ������� ��� �7��� �(.�����������B��� ����� � U�	 ������� ��������� ���Z��� ���
� ��� 	�� � U � ��.�!

T!� .� ����� ��.������"���!�
=
, �����"� ��� ����� ��� � � � � ����� ������� � � ��� 	�����U � �2. ��	����������������(.�������� � ����� ��� � ���
��������� �0�(���

�1� !/� !eQ � ��� � � � ) Q � �Z?Tc-+ !
W ����� � �;�X�������G��� ���������� ���$� � �����('c�(. � ������������� � � � ��� ����� ���������� ���$� ���(.������2� ������� ����%����$C ��� �8%,� � ����-,��� � �����fU

	 ��� � �;������% �������������� ������������ � ������� ���E�6. � ����� ����� ��U 	������ ��� �2��������� � �����8����� � � ��� � ��� ������	 ��� � �;����� � �2. ��!jF ��� � �����2'
� ����	 ���/�Y� ��� ��� � �����`-������ � 	������� �=�6� � �������E� � ���1�(� �Z�����_� ��� ���_������

�
!(T!� ����	������ �$. � ��� � ������� 	 ������� � � �_����� �z� � �$'

C ����� � � � ���Y� ����� ���=�h� ���_� ��� ���_������ ��� � 	 ���;S ����� ����� �B������� ��� � ������� �1� ��� ��� ����.�� ��!ei � � @ ���8%A�1I8� � ��� ��� �����X��� �
� �
������� �����1� �C@A.������ � ��	 � �����;��� � ����� ��� U�	 ������� �������*% �*� �������� � ���$� �V�$. �����2� ������� � � ���VC ��� �{-,��� ��� ��� ��� ������� ����� ���
C ������!eb � ��� �"� �����B� ���������3� ��� � ���_�����0-���� �*� ���(C ����� � � � ����	 ��������� �����������*% ��� � � �@-��<� ��� 	 �8� �H� ���(C ����� � ��������	 �����
	 ����������� ���8� ��� ����� ��� ��� ���;#�� ��!$? �X�6I � ��% �*� ��� ���� � � �$� � �����(' �$. �����2� ������� � � ��� ���������3� � ����� 	������������ �����X��� �
��U 	 ������� �������	� � ��.��2��� � � � ��� ����� �z� ���������� ���$� �X�$. �����2� ������� � � 	 � � � � ��� ����� ��� �����D� � ������ ��� ���3�1.8� ������� ����	��f� �
�� ���e�"� � � �2. �Z��� � � � ���$.R9Z����� � ���&����!

T �  ����� � U�	 ������� �������!�H� ����	���� � 	 ���2� ���7��� ����������� ����� ��� ��� ���8� ��� � 	��;���7� �6C ��� � ������� � 0 � �������;#�� � � ������/1 !HW ���
��U �8��	�� ��% ����C ��� � �������5-,��� 	�� ���/�"����� ����� �2.��0��� � ����� ���

n
����� �����������K����� �����������4� ��� ������� �

2n ��� ��������� - 1
����� �!�

� ����� 	����!����� � �����"� ��� !=b ��� � �!C ��� ��� ����� � ����� � �2��� � � �Z��� � ��� �(�(#����K�H� �=����� ���	C ����� � � ����� 	 ��������� � ��� ��� ��� ����� �����
����� �=����� �������$.� ����� ��.���!

D �z� ���8����� ��� ��������� ��% ��� ��� � ��� ��	 ��� ��� � � � �=� � ��� ��� � � �;��� ����� � � ����� � ��� ��� ��� ����� ����� !
Q � ������� ��� �*� ����� �;����� ���6 7�9������ �!�
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, 687�9����"� ��� ��� � � � ����� � � � ��� � � � ����� � � 	��������f#8��� �

L = NL? �Q � ������� � � �z� ����� �;����� ��� �������	�
⊆
, �������	�
� � ��� � ����� � � � ����� ��� �2��� ��� � �2# � ��.��f#8��� � 	�� �����;# � ���

P = NP ? �
F �

	�� �����;# � ��9 �����7���
��K�� ������#����;� 	 ��� � ��� ������� � �z� ���(C ����� � ���`-,�������$.���� �;-,����!(i ���A@ � � ����� ��� � �`�(#�� ���.��/.�� ����� � ��� �
-,��� ��� 	�� �����f#8����� ���f�/��� � ��� � � � 	�� 	 ���;S �IK�� ����� � � ��RC ����������� �

�
��� ������������-,��� � � ��� 	������/� � � 	���� � ����	"� � ��� � 	��

	 �����5I � ��� �2. � ���f� !�+ ����� �"-,��� ��� 	��������;# � � ������� , �	�
����� ��� ��� �8%�� �*� ��� ��� � ��� ��������� ��% �����;�$����� -,��� ��� ��� � 	��
��U 	 ������� �������*% � �Y-,��� 	 �8� � ��� � �EI ��� � ����#�� ������ 0

2100 ��	A.�� � ������� �1�
10GHz

0
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������� �����_�����H� ��	A.�� � � � ������	����
����� ���/� � �P1 	�� ��������� � 	��f� ���H� ���E������� �����_�V��� �����$.�� ��� � � �A@ ��� �2�����21 !
W 3#P/�Z�T-/KY0 V �
� x � v�O�M_v o Hzs n=r-��v�687�9����"� ��� vAH , 687�9 �$�"� �!���:xfv w M xfpNw�w v�w���v M_n,NKoAxfvPO�s6H;J�ojm�J w v rIH'J_v w4w nNr=H�xfv�wRN � N�v w�o/nNl(m
xfv�w N6p M
	(surAv�w/��v��$l(m sur : v H0x;v w�w �Ow H � N�v w ��v"mPJPJ2M m s6Hzl(m�v � � � v�w H �����3�Nsum2vVw sDn=r r � pNl(HcnNm s`w v�� l/v"x;v wVp=x :�n=m s6H 	(N6v�w
� � l(r-��v�w ��v l O N�n"� ��x;v ��v M_p=xCM�l(xyw���nNr n �AH*s v rIH�xfv wRN �AN�v�wRM xfpOw_w v�w���vFM�n N�ojxfvPO�s6H'J�w��cv r7Hcv�m N�v ��v ��nNr4M H*s nNr$w��
�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �F ������� �(U5���(�(#�� � � � � ���f��������� ���X� ����������� � ��� � ��� � � � 	�� 	 ���;S��LK�� ����� !
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687�9 �$�"� �!� � � ���=��� � � ����� ��� �2.������Z.�	���� � � � �2S � ��# � ���B��� �2.8.������ �2��� � �2. ����� ��� C ��� ����� � �����(U -,��� ��� � ��� 	 ��� � ��� �
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��������� � � � ��	�� ��� �

6
�$� ����� � ��!n,NKoAl(Hcp,H*s nNrAp=x �!n,NKoAx;v�O�s6H �"� ��F !(W ��	���� �;��� ��� �����8) W ��	[A$C,+ !

;B:
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J ���������������Z��� ��� � �$.����2#8� �1� �6J ��� ��� � �2����������� �����2.8-,����� � ��� 	 �������z� ��� ���;S�������� 	�� ���� ���6����!HF ���6�������

��� ���f� 	 ��� � �;�����D� �4�(.����;����������� 	�����	����;. ��. ��� �2.�� ��� � ��� ��� 	 ����� �*� ������� �X��� �0� �������������� ���/��� � %�� � � �BC ��� ������� � �����������
� � � � ����� � � �7�H� �������� � ���$� ����	��;��� ��� ����� � � ��� � � ����� � � ��� �2��� ������-�������� � �7� ��� 	�����	����;. ��.������ �2.�� ��� � ��� ��� � 	 ������� ��� �
I � ���7�(. � �`�(.�� ��!/W ������U � � 	�����%���� � ��� ��-,��� � � � �ZS � �2#8��� ��� � ��. .������ �2������	�� �f� � ���fC � �2. ����� ��� C � � ����������������� ���N9 ����� ��!

� ����� �z� ����� ��� ��������������� ��. � � ��� 	������/� � � ��� � ����	����4� � �0� ��� ��� � !,i � � @ ���8%�� � ������������� �������5� � 	�������������� � �
	�� ��	�� �;. �2. � ��� �2.���� ��� ��� ��� � �2���7� � � ������� �X��� � �0��� ��� ���� � � �$� ��� ��������� � ��� � ��� � � ����� � � �D-,��� � ������������� ����	�	�� ��������� �
� � ��� !eW ��� ��U �8��	�� ��% �2��	�	 ������� �K-,��� �*� ��� ��� ����� ��� ��������������� ���{C ����� �������

min
%A-,��� 	�� ���/�

2
��� ������� � ��� ����� �2.�� � �

� ��������� � � ��� � ���f���$� � � �:� � �(U ����������������!NT ���2S � ��# � ��� ���2.8.�� � � �2��� � �����2��� ����	 �����:S 	 ��� ������� � � ��� ��� � �����2����� ��� � �
� " �

(0, y) → y� " �
(x,0) → x� " �

(S(x),S(y)) → S(
� " �

(x, y))

F � �ZS � �2#8���B������. . � � � ����� ���1����� � ��� 	�����U � �2. ��� � � � 	�� ���
O(min(x, y))

!eT ��C ����� � � ���
min

��� � 	�� �f� � �������
��.������ ��� ���F0 ����� ����� ����� �K���������������	�I1 !

� �<T !OF ��������� ��� ��� ����.3)yF ��� AB@-+&-���� � � �ZS � �2#8���!��� ��. .������ �2����� ��� 'c� ��� �2��� ��� . � ��� � 	���� 	�� �f� � ���fC��2. ����� � �fC�� �@-,��� ���
��� ��U ��� � ��� � 46 #"B #� �2S�� �2#8� �1� ����. .������ �2����� 	����;� � � � C �2. ����� ��� CG-,��� �������������

min
��� ��� � 	��

O(min(x, y))
!�+ � � � �*%

��� � ����� � ��� ��� �������� � ���$� ��� 	����;� � � � C � ��.������ ��� C � ��� ����� ������� � 	 ��� ���#�Z� ���
�
���������� ���/��� 	 ������C ����� � � ������������� !ei �

� �����2.8-,����� � ��%�� ��� � ��� ����� 	�����	�� �f.��2.���-,��� ���
	 ����� � ��� ��	��������������2��� ����� �������� � ���$� ��� 	�� �;��� ���fC � ��.�� ��� � �fC ��	 ��������� �
��� 	 �8� ��� ��� ������� �2.���I � !ji � �A@ � �8%��5-,�����@� ��� C �������6� ����	�� � ���������2���7� �������������� ���/��� �D-,��� ��������� ��� �G9 ��� �����
� � � �����2.�� ��� 	�� �����`-,���!D

T � � � � � �����$� � �*� �������;S � ��� � 	������� �=�6� ���	� ��������� �G� ������� ���/��� �8� ��� �G�(.�������� � !=b �(C ��� � ��������� ����� � ����� � �����������
� � � � ����� � � ���H� ��� ���� � � �$� �����2�(> �����1� ����� 	 � � � � ��� 	 ����� 	 ������������� �����7� � � � ������������� �2.���� ��� ��� ��� ������� �Z���8%(� ����� ���
C �=��� �=��� � �H-,��� ����� � ����� ������� ��� ��� � �2�(> � �=�6� ��� � �� ���/� � � % �2�(> �����6����� � ����� 	��;# � ���4surIHcv rIH*s nNr/rjv�xux;vAN�v�r=H 	 �����
� ���� ����	 ��������� ���������� ���/��� ��-���� � ��� ��������� ���Z. �����
	�� � � �;-,����!
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L � ���"-,����%�� ���6��� ��� �*� � �&� 	���.�� .8� �8�1� �����]%������ ����� � �����������V�H� ��� �2S�� �2#8� �D� � �2.8.�� � � �2��� � ����� � ���/�(.����;���=�����
������� � ������� �.��$.�� ���z% � � � U���� ���4� ��� ��� � �����`-,����� 	 ���2� ��� � ��� ����� 	�� ��������� ��� �����2� �������������"� ��� ��� � ��������� � ����� ������� �
�2S�� �2#8� ����!e��� � ����� ��� � 	��2. � ��� �����0� � �$UE� ��� � � ��� � �����`-,������������� ���_� � ����� � ������� � � ����� ����� ��� ����� ��� ������	���. � � � � �����
	 ���;S ����� ����� � ��!(� ��� �=� � ��� ��� � �����`-���� � U � �2I8� � � ��� � � � ��.�� ��� ������� ��% � ����Q��;\���'ZF ��������DW ��������� 	����

�
� �XF !/Q !$T ��� ���

��� !�) T<�,L�+ c 9 + � ��� � 	���.������ �2.���	��f��� � ���_� !
� � ��� 	 ��� � ����#�� � � �2.���� ��� ��� �B� � ����� ����� �����;-,��� � � � �X-,��� ����� � ��������	 �2��� ��� �

�
�����"� ��� � ����� � � �B� � ����� 	�����U � ��.

�(. � � � � � �=� � ����	�� � ��� 	���.�� .8� ��� ��!]FD� ��� �Z'c�N'c� �����:-,��� 	 ����� � ����-,���@C ��� � ������� ��	�	���� � ��������������� � ����� � �:� � � ��� 	�����U � �2.�%
��� ��U ��� � �0���
��� ���� � � �$� � ��� ������� ������� ������� � ��� 	 �8� � 	�� ������������� � ����� � �����������
� ��� � ��� ��� � �����`-����B� �����/.���!

T � 	��;��	������7� ������������������� ������� � � � �����D� ����� ���2.�������� � ����� � � ��	������ � �D��� �*� .��2�/��� �2g ����������������������C�J �8} ��� ������
�� �B> !/? ��� �����N} � �2\F) ? ��� @H?/+ !

�  "� � � (V�@��� (V� �����:��
� $ 
�� 	X

���$
&�*�I
����'�(�$�
�nP�� �#%O��%7�[� 8 d � �]�T�!�T0H1 �#0`��0H�TKY%7�!46%71��(�����
Q���� �����

F , C
� �8�(U ��� � �8�X��������� � �2S&�X� ������� � �

≺
��� ����� � ���Z��� �*� ������� ����� �

T (C,F)
� � � ������� ����� ������!

≺
� � �����

nNm �Nm2v ��v Hcv�m N1surAp=s`w�n=r ��� � � 	 ��� �2#8� ��������� �8�(U 	�� ��	����;. ��.�� �2��� � ����� ��� �
� ≺ ��� � ��s v r � ��n=r	� J�% �=� ��� �Z'c�N'c� � � �4-��<� ��� ��� ��U ��� � � 	������ � �2��� ��� �����������B�(.���������� ����� ���4� ��������� ����!
� ≺ � � �&N�nNrjn,HcnNrAv %���� � � �2' �=' ��� � ��-���� � �/��� �(U������2� ��� ����� �C@A#���������-�����	 ���!��� �������Z' ������� ��% ��� 	��;��� 	 � � � � ��� �

� ���;���A-���� � ��� 	��;��� 	 ����� � �������Z' � ����� �B0 ����������U ��� � �K� �8�(U ������� ���
t
���

s
�������G-,���

t ≺ s
��� ��� �  (. . . , t, . . .) ≺

 (. . . , s, . . .) 1 !
W 3#P/�Z�T-/KY0 * ��� �/� � � 46��� � �Z�T���

1977
� � � 46� a[a�� ���

� n=s6H"N�pNsurhl(rEw �Ow H��AN�v ��v7m�J2J2M�m s6H*l(m2v � N6p=sur7H v m N1surAv0w s!vAHGw v�l(xfv N�v�r=H:w s@sux@v�O�s`w H v7l(r3nNm �=m2v ��vBHcv�m N1surAp=s`w nNr
≺Hcv�x � l/v�o/nNl(mRHcnNl(Hcv4w l ��w Hzs6H*l(Hzs n=r

σ
v HHo/nNl(mRHcnNl(Hcv7m �;:�xfv

l→ r
�
rσ ≺ lσ �� r �Ns6H�pNx;nNm_w � l/vRN�pNsur ������� � ����	 ���

≺ �
F � ���$.�����# � � ��� � � � ��������� � ������� ����C ����� ��� � �;� � ������� ��� � ��� \B� ! � ������� ����Q !&> ��� �5) �h> ?Tc-+ ���VQ !$P ������� ���

� ! 'c��!$T<.��&S7) P7T�@5c/+ !
�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �D � ����-,��� 	������ ���2.]�(��� ��������%,���V������� �����Z' � ������� � 0 � ���2.]� ��UI1 ��� � � � � 	������ . 	�������� �������Z' � ����� � 	��;��� 	 ����� � 0 �����
�*� ��	�	�������� �������Y�H� ����� �2#�����4C ��� �D�(. � � �,G���� � �z� ���_� � �/1 !/W ����� ������������� �B��� �*� ����� � ��% ��� � ���������(.������ G��D� � � ��-,��� 	����
� ����.8�(��� ������� !/F ���1� ���z� ���_� � � � � ���������VC ���/�$.�% ��� ����	 � ����	 ����S � ����� ��� � �Z��� � ����������� �7� ���2.]�(��� ���������8%(� ���������
�2S�� �2#8� � � ����� � ����� ���N9 ����� ��!

�nP�� �#%O��%7�[� 8(8 � ( �TP/"BP/�!0/�#"B0���
Q���� �����

F , C
� � �(U ������� �X��� � ��� �
�2S,��� ��� � �X� �VC ��� � ������� � ���6��� ������� ������� � � ��� ��!�� ���{ojm�J2MPJ ��v�r M�v

�Σ
� � �1���

���_� � ���2���
Σ = F

⋃

C
!

� � ���_� � �
�F

�2���
F

� � � ���������;�$.���.������6� �D������	��2. ��.8��������� ��� 	 ��� ��� �
c ≺F  	 ����������� �

c ∈ C
���  ∈ F� �

c ≈F c′
!

;5?



�nP�� �#%O��%7�[� 8 % � �]�T�!�T0H1 1& !� .'0/1]""3#0/KY%'�#1����
Q���� �����

�F
������	��2. ��.8�������������

•∗
�����0� �����f#����7� ��	�� ����������������
���_� � ���2��� ����� � ������� ����� ���_� � ���2��� ����������� ��� �

� � �����2� ��� 0 �=� ��� �Z'c�N'c� � � �K-,����� �
≺

� � ����� ���_� �����Z��� ����� �����2� � � %
≺∗ ��� ����� ���_� � � �2��� � � � ����� � ����� � ������� ���21 !/� �

��� ������� ���
•∗

�*�unNm �=m2vDw l(m�xfv�w5M
	/vAN1sur$w
J

� ���j-,���
t =  (t1, . . . , tn) J

&
(s1, . . . , sm) = s

��� �*� �����K� � � � ���/� � ���������
�2��� � ����� ����� � � ��� �������
� b � ��U ��� ���

j
������-����

t J sj
!

�  , & ∈ C, m = n
��� ��� � U���� ���X����� 	 �����X� � � � � ���

π
����� ����-,��� 	 ����� � ��� �

j
%
tj J sπ(j)

���
tj = sπ(j)

� �����
��U ��� ���

i
� ���<-,���

ti J sπ(i)
!

�  ≺F
& ���

ti J s
	 ����� �������

i
!

�  ≈F
& %  , & ∈ F %

(t1, . . . , tn) J∗ (s1, . . . , sm)
� � 	 ������� ��� �

j
%
tj J s

!

? ����� � �(U ����� � ��� �Z��� ����� � ��� � ������-,���G9 � 	���.������ � ��%&T�W�� ��� �YW���%89 ��� ������� ���G��� � ���6������� ��� 	�����T<W�� �����
��� � � �������Z.��Z��� �*� ��������� � � U���� ���� ��	����;-,���K-,��� � � ��	��;����C ��� �����0� ���XC ������� � ��� 	������/� � � ����� ��U 	����;-,������-,�����*� ����� � �
�X��� � ����� ���Z��� � �]-,����� ��� �������Z. �hW�� !&F � � � 	 ���2� � �]% 9 � �z� ����	e#�����%�� ��� � � ��� � ��� � ����� �Z��� ����� 	��������f#8� ��� ��	A.�� ���e-,��� �
�=�$U ���_� � �����Z��� � � � � ��� � ����� � ������I � ��� ����� ���X����.�	���� ������	�� �����f#8��� � � 	A.���� �A-����������z� ���_� � �4�X��� ����� ����!

�81304130 � ��%&��� �����L
�#  ��� � 
 �! �� � � �*�I� 
��
�nP�� �#%O��%7�[� 8 a � �]�T�!�T03.'0HN,%'"5��2[�T4RL 3!%��  !0���
Q���� �

≺
��� ����� � �
�Z������� ����� �8�X�����

E
!GQ���� oAm�nNxfn=r :,vAN�v�r=HXxfvPO�sQM_n�:�m2p�o 	&s � l/v

≺l � � ����� ���_� � � �2��� ����� ����� ��� �
�H� .��;. � ��� � ��� �

E
������-����

(a1, . . . , an) ≺l (b1, . . . , bm)
��� �*� �����4����� �����/� � ������� � �Z����� ��� ��� ����� � � � ����� �

� a1 ≺ b1
!

� a1 = b1
� �

(a2, . . . , an) ≺l (b2, . . . , bm)
!

� 0/KYK 0nQ �
� n=s v�r=H

≺
l(r nNm �=m2v ��s v r � ��n=r	� J�v H

n
l(r v�r=Hzs v m � � l(m4x � v r$w v N � xfv���v w7xys`w Hcv w���vXx;nNr :�l/v l(m7sur"�AJ m s v�l(m2v6n=l J :,pNx;v �

n
�!xfv�oAm2n=xfnNr�:�v N�v�r=H�xfvPO�sQM_n�:�m2p�o 	&s � l/v���v

≺
v w H � s v r � ��nNr�� J �

Q������ �=������� ��� � ����� ����� � ���<��� � ��� ��� � � ���2��� ��� ����� ���8% ����	 �8� �<C ��� ��� �8� ��� � � ����� ������� � �:����� �Z��� ��� � ��� ��� ���(.���������� � ��� ���
� ���6����	 ��� � U��8� 	�� ��0 �2��� ����� ��� ������� � ���_� �����$.���� �3� �����;#�� �Y���Z������� �-1�
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��� � � ��� ��� ��� � ����� ��������� ����� � ������� ������� � � �����������7� � ��� ��� ������� � ��!
>�!�T!� � � ������	��2.�� � � � ���V� � � � ����� � ��� ��� �R0 ������� ������� � � ��� ���H� ��� � ��.
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1 ��� � � � ����� � � � ��� � 	 ����� � � ����!

T � ��� � � ��� 	��2.�� ����������������� ��. �����/�(��� � �=�$U �����2� ��� ��� � ��� �7� �����;#�� � �����������`-,��� �

Ja(t1, . . . , tn)K = JaK(Jt1K, . . . , JtnK)

� � �ZS � �2#8���1� ���2.8.�� � � �2��� �Vp�� N6v HK����� ��� ������	���. � � � � ��� 	 ���fS������ ����� ��� � 	 ������� ����-,��� �2#�����
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����	 �����
� ����-������2�$��� ��� �2����������� �������

σ
%
JrσK > JlσK
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t ≺ s ⇐⇒ JtK < JsK
v�w2H�l(r nNm �Nm2v ��v.Hcv�m N1surAp=s`w�n=r �
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JtK
� � � � ���N9 ����� � 	 � � � ���fC � � �z� ���_� � � �Z���

N
� � �D��� ���EC ���/�$.�!eT ��� ������������� �B�$.�� �������

� � ��� � � ������� �������D� � � ����� ��� 	���. � ������������!
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P (X1, . . . , Xn) =

∑n
i=1 Xi + b

%
b
������� � ����� � � � ����� � � � ��� � 	 � � � ���������

2(0H�!�T0 ) � �
P

��� �����
	 ���fS��LK�� �4���4�������.
1
������� � ���������E� � ������� ��� ���=�������$�

2(0H�!�T0 E � �
P

��� �����
	 ���fS��LK�� �4-,�����������/-,����!
� � �ZS � �2#8���6� ���2.8.������ �2��� � ������,e����� � 0 � ����	 ! �����(' � ����,/����� �21 ���(� � ��� �����4����������� ��� 	���. � ��������� 	 ���fS��������������

��� �K� �B:,v�rem2v
Π(i)

0 � ����	 !
∆(i)

1 ��� �z� ����� ��� 	���. � ���������E� ��� ������� ������� ��� ��� � ��� �K� � ������ �
i
!
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�����	�
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������������� � � ��������� � � ��� � �`�(.���.��B0 	���� ��U � � 	���� 	�����Q !(F ����� ) F ���5A 9 +61 � ���1� ��.�� ����� ��� ������������� � �:C ��� � ������� �
�A@ ��� �������8����� � ����������������� � �30 ��� � � � 	�� � ����������� �=�����/1 	����:��� ���_� � � � ���8��� ! �hI � � � �*%������6� � � � 	 ��������� � 	��;����� �8��� �
	 ��� � ���������8% � ��������� � � � 	���� �����=9 ����� � � U���� �30 ��� 	 � � � � ������������������� ��� ����� � �����1� ��� �2�N9 ���	������� ) M0��� A5>-+61�%��������	� �
. ��.�. ���/� �;.��K� � 	��2# � � � 	��f������� ��� � ����� ��� �2.������ � ������� � ��� ���� � � �$� �;-,��� �	� � � ��� � � � ����� � ����� � �&� ���	9 ����� !�T ��	����8���;#�� �
�H� ��� ��� � ������� ��� ���(���K�7+ !,F �������=� ) F ���Z=5;/+ � �!� � � ����� �K�����	C ����� � � ��������������� U ���

�
	 �����!� ��� ����� ��� ����� 	�����U � �2.�� � �

C ��� � ������� � �����������f.�����!=T!� . �2�e� ��� ��> !=? !�������� � �Z��� ����� 	������� �=�6� ���<C ����� ��������������� ��� 	 ����� ��� � 	 ���	.�������� ��) �����Zc 9 +
�D����� ����.�-,����� � ������� 	�� ���� ���1� � � � ��� ��� ����� � �@� �*� ���������

0
����� ��� ��.�� ������� � �������	� ������� ��-,��������� ���_� � ��� �Z��	A.�� � �8��� �

����� ��� ��.�� ������� � - k
�����	� !

� ��� �=����� � �;�$.�� ����#�� ��� �2.���� ��� ��� ��� ��� � � ��� ���D��� ��� �2.�	���� ����������� ����� �����$.�� ��0 �Z��� � � ������� � ��
�
1 ��� �������;S � � 	��2. '

� ��������������!�T!� �;�(.�� �4. ��. � � � ���(�(��� ��� 	����G^ !,Q��;�6� �����3) Q��;� @B@,+ %��(.������ ��	�	e.�� 	�����Q !�L ��������� ������� � ��Q !&F ����� ) L�F A5;(%
L ��� A$C,+ � � �������� � ��� � � ��	������ � 	�����? !&T ��� � ����� � ����! '*) !�� ��� � ���*) T ��� A$C$%&T � A5:&%&T �3A/?,%(T �3c5c=�H%&T �3c5c��&%(T ��� A5A-+ %
^ !AQ � �&} ��� � �����&� ���� ) L�>0QRcBc-+ ���
� !/^ ��C � ����� ) ^ �=C'A/?,%$L�^ c5c-+ !

�� "� 	  $�� � ��� �V�
	 (5
�� $ ��
 �B�

T!� ��� ���;S���� 	���.8������� ���������H� ��� �2S � ��# � ��� ����. .������ �2����� ����������� � ��� �2.�	 ��� ��� ������������$� ��� � �D� ���DC ��� � ������� � �2���f'
� ��� �0��� �(U ������� �=�(U�0 � ������� �

�
1�% ������� ��� ��� ��<��F0 � �����2� ���

�
S �����=C �

�
1 !/? �1� �����;#�� � ����#�� ���(C ����� ����� ��% ��������� ��$� ����� �

�����2� �=�$U 	 � ������� ��I � ���0� ���������2.�� 	 ����� � ��� ���PK������G����� ��.�� ��� ������� �D� ����� 	���� ������������$� ��� � � ��<�� ��!,T � � ��� �8��� � ���$'
���NS�.�� 	����������0C ��� � �������E�(. ������� 	������2. ����� ������� �0� ��� �������N9 ����� ��I ��� �4� ���������2.������ 	 � � � ������� ��<������ � ����	 � � ��� �����
	���� ����� ��� �K� � ����� ��K�� ��������� ��������������� ��.�������� ��������!/� ��� �=� � ���7C ��d ���3� � ������� ����� � ��������� ��� �0� ��� ��� � �`�(.�� ���0-,���
��������� ��$� ��� � � ��� �0��� �*� .������ �����%A-��<� ���<C ��� �7� � �*� .������ ���� 	 �����KC ������������� �2. ����� ������� � 0 �=�h� ��� ���D��� ������$� ��� �
�OS���� � ����� �����4� � �*� .������ ����7� ��� ���(.������ G�� ���-1 ���K-,�����z� .��������� ��� � � � ���������6�6.���	���� ��� ����� ��.�������� ��������!

i � � �N9 � � � ��� � �*� �������fS ��� 	���.8� ��������������������� ����� ���_� � ����� � � ����� � �����������<%���� ����������� � ����� ����� � ����� � ������� � � ����� �����
�����;.��. ��-���� ��� ��. ��.7. �2�e� �f. � 	������ ! 'z)�!�� ��� ����� ���K+ !AF ��� ������) � ��� cBc��&%eF �3cBc,+ !
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E
!HQ����Vojm2nNxfn=r :,vAN�v rIH@o/pNm�o/v�m N1l(Hcp,H*s nNr$w

≺m′ � � �D�������_� � � �Z��� � � � ����� ��� �
�H� .��;. � ��� � �V� �

E
� �3�6I8��� � �������� ��� � ���4-,���

A = (a1, . . . , an) �m′

(b1, . . . , bn) = B
� � � ����U ��� � �3�����

	 �����X� � � �������
π

���������B-���� �
� W ����������� �

i
%
ai � bπ(i)

!
� b � ��U ��� ���

j
������-����

aj ≺ bπ(j)

� 0/KYK 0 ) * �
��v�oAm2n=xfnNr�:�v N�v�r=H(o/pNm<o$v m N�l(Hcp,H*s nNr/w�v�w H�l(rAv�m2v�w Hzm sQM H*s nNr �=l�ojm2nNxfn=r :,vAN�v rIH�N1l(x H*s`w�v H � M � v w H ��� �3�=sum2v � l/v A ≺m′
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�

t =  (t1, . . . , tn) ≺mpo′

&
(s1, . . . , sn) = s

��� �*� �����B� ��� �����/��� � � ����� �Z��� � ��� � ������� � ��� ��� � �
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!
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i
!

�  ≈F
& ���

(t1, . . . , tn) ≺m′
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� 0/KYK 0 E � � 	�� ��� � *+4R�T%'�(�f0H� 	�� ��� � *+�/^(0H���
2000

� *+* � � � ���
� � � �/v�w2H�l(rAvBm2v w H*m sQMAH*s nNr-��v � � � �
F �Z�T�(.'.746%O�T0 E ) �
� � � �/v�w2H�l(r nNm �Nm2v ��v.H v m N1surApNs`w n=r �
W 3#P/�Z�T-/KY0 E[E � 	 � ��� � * 4R�T%'�(� 0H� 	�� ��� � *+�/^[0/���

2000
� *+* ��� � ���

� 	$p���l/v ��nNr4M H*s nNr6ojm s6N�s6H*sutOvXm�J2M l(m_w_sutNvBv�w H M_pNxCM l(xfp�� xfv�o$p=mDl(rEw �Ow H��AN�v!��v7m�J2JPM m s6H*l(m2v � l(s Hcv�m N1surAv�o$p=m � � � �(v H
M 	$p � l/vXw �Ow2H�� N6v���v�m�J2J2M�m s6H*l(m2v � l(sHcv�m N1surAv�o$p=m ��� � �=M�p=xCM l(xfvBl(rjv4��n=r4M Hzs n=r{ojm s6N�s6H*sutOv�m�J2M l(m_w sutOv �
�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r ��YW�����. � ��� �G����� ��� � � ����� � � ���1� � �YW���%�� ��� � �ZS � �2# � �K��� �2.8.������ �2��� ��-,����� ����������� 	 ��� �YW����������2� ����� �=� ������	����
�YW�� � � ������� ��� �6� �����X�����XC ����� � � ��� 	�� �;��� ����������.������ ��� ����!jJ�.���� 	����(-,��� � �����]% � � ��� �0C ��� �����1� � �������0-,��� ����� ��� �
��������#������� ��� ���������2.���� 	���� � � � � �$. � ��	�� �f� � ���fC ��.�� ��� � �fC � ��������������� 	���� �YW�����!
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T �hW�� � � � ����� ��������� � ��� �������������fS ��� 	��2.]� ����� � � ���0� � �hW���� !

�nP�� �#%O��%7�[� % 8 � � 46.'0/�#"B0���T �5tNpNxfv r4M_v��H� �����ZS&�X� �����7� �0C ����� �������  �H� ��� � �2.
n

� � �������4C ����� �������
ν(  ) : {1, · · · , n} 7→ {0, 1}

!

T � � ����������� � � � ��� -,�����`-,�������������1�������.��$.�� �����������������3� � ��� � � �2��� �4� �{Q !HP �=� ��� � �B� ! 'c� !jT ���&S ) P7T!@Bc-+ ���
���/� �`-���� � ���6� ��� ��� ��� ����� ��I ��� � � ����	 ����.�� � � � ��� ��/����� � ��� ������� ����� � �ZS&�X� ��������� �4C ����� � � ������!

T � � � ��� ����� � ����������� ��$� ����� � ����� � � �;� � ������� ��� �=�(U ������� �=�(U{� �BQ !(L ��������� ������� � �KQ !/F ����� !(� � ������$� ��� ��� �
� �����������

1
��� �6rjnNm N�pNxy% � � 	 �8� �BI � ����� � � �����Z. 	 ����� ����� ���PK������4��������.�� ��� ������� ��!�� � ��� ��$� �����7� � � ������� � �

0
��� �

w��(m %���� ��� 	 � � ��	����GI � ���D� ����� ���2. 	 ����� � ��� � ��K�� ���!����� �2. ����� ������� ��%���� � � �2' �=' � ��� ��-���� ����� �!�H� ����� ��.�� ��� ������� � ���j� ��� �
�����N9 ����� �KS
� ������� �=�3����� � ����� ��� ��$� ��� �D��� � �����������

1
-,���	�(. � � �,G���!eT � ��.��2��� � � �4� ���KC ��� � ������� � ��� 	 � ���0I���� �

� � � �����2.B-,��� ��� 	 � � � ����������<���� 0z� � � �����������
0
1 !
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���f�����B�H� � ���������/� � �����6� ��� �������������&����!$[���� � ���8��� � ����� � ��� �]% ��� 	 �8� ��C ����� ��� � ����� � � �����ZC ����������� � �2S�� �2#8� � ���5���
�=����� ��-,���*% �;���*% ����������� ����� ��� ��� ���8��	 � 	 ���;S��LK�� ����� !eb �@C ��� � 	 ����� �������{� � � ������������� ��� � �����`-,���1��� N JAN�n��`w p,H*s nNr
����� ���(�(��� � ��	 ���BQ !�F ������)yF ���/? 9 + ���7� ����� ���2.�� 	����7> !�+ �/� ��� ����� � �B> !�? !�������� �F) +D�5ABC$%������ZAH? + ��� + !<T �;� ���
Q !/? !eQ � ����� ���R) T@QRABA,+ !

T!� �`�(.������ �����
�Z��� � ��� � � � ��� � ��� �_��� � ���2. �Z��� � � �7� � � ����-,��� ��	�	 ���:� �1C ����� � � ��� �������0��� ����� ����!H�D� ���/�3���
����������� ��	�	 ��� ��� ��C ��� �]% ��� �����6� ������� 	 ������������_� ������������� �
����� ����!:Q����z� ��	�	 �����YC ����� � �8� S � ���������5�(.R9Z�/% ���
��� �
	����4� ��������� � � � ��C ����� ����� ����������� ����� ��� ���������,G��X�$.R9Z�
��� �2. �Z��� � ����!�Q � ������% ���3C ��� � ��� ������� ��� ��� ��� � � � �_���
������� ��� ����� ��� ��� � ����� ��� ���������&����% ��� �&���X�H� ��������. � � � ����� � � � ��� !jF � � � ��� � ���������&�����h� �&��� � ��� � ��� �Z.8� ��� ���`-,���
��	A.�� � � � ��������� ����� � � �ZS � �2# � � �@��� ��. . � � � ��������!N� �6� ��� 	 ����� ��� ��� �@�H� ����� � ������	��2.���� ���@-,���&C ����� � � ��������� ���6� ���(.������ �
����� ������ � C ! 9 !$T � ����� ��� ���������H� ����� ���2. ��� � � �;� � �����������=� ���������f� ����[$����� �������hM�� ��	��

�
� �7> !/? !/������� � ) �����[AH? + !

b � ��� � �=��� ��� ����#���� � ��.�� ��� �������7� � ���������4-,����%������ ��� � ����� � � �.��$.�� ���z% ���5�1.8� ��� ����������� ��� ��� � 	������ � ���;� ��� �
� � � ����� �=��� � ����� � ����� � �f� 	 ��� � �;�����G� � ��� ������� � ����� �2. �Z��� � � � ����� ���2.8� ���������2. ��� ����� !8b � �*%��*� ���������!� � ������� � � ����� ���4��� �����
	���� ������ ��� � � � ��� ����� 	�����U � ��. 	 ���;S������ ���������(� ��.��2��� � ��� � �4�H� �=� � ��� 	������0� ���������Z�(> � �=�6� ��� �0��� ���(C ����� � � � �����
�2��� � � �2S � ��# � ��� � �2.8.������ �2��� ��	 ����� ��� 	���� � ��� �_�����7� ��� �����$.�� ��� �&� � � �����B����������� ����� ���90 ����� � ) � ��� cBc�� +�� ���
�2�N9 � � 1 !

�� �� � , $ ��
��/
������� �V�
	�� $ ��
 	BV�

T � �{-,�������f' ��� ����� 	���. � � ������� � ��� ������	���# � ��� � � ����-,��� �2S&�X� ������	����"�����EC ��� � ������� � ��� �$.���	�������� 	 ���;S��LK�� ��!
F ��� � � ��� � � � ��� � ���(U � � ������	��2.�� � � � ����� 	 ���;S������ ���������8% ��� ��� � � ������� ��� � � ��� ��� � 	���� �/.�� � ��� ����� � � ��� � � ��� ��� ��� ��� ���
�(. � � ������� ��������-,��� ��������� �;� 	 � � ��� � �=�(U ������� ���!��� ����� �2.]�(��� ������� ��� ��� � 	����:C ��� ��. � ����� � ��� ��� ��� ����� 	��;����!,?K� ������	<%
��������� ��� �2�(> � ��� � 	��f� ����	������������������ �������������������E�H� �����ZS � �2# � �7� � ��. . � � � �������4� ������	 ��������� � ��� �K� �7� ��� ����� ���
� ��� �����4����� �����2� � ��� ����� ���2.���!AF ������� �/.������ �����0� ��� ��������� ��� ��� ����� � �����������<% ��� ������	 ����� � ������� �K�H� ����������� � ���7�6I � �
��.��2��� � � ��-,��� ���������_� � ���������;.��. ��!
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 �(�*�L# �L���(
 �L����
 �
T � �X-,����� �f' ��� ������	���. � � � � ����� ��� �1. �2. � � � ���(�(��� ��� � 	 ����� ! 'z)�! � ��������� ���1� ! '*) ! ���NS�����) � �3cBc + ��� ������� � � �

� ������� �2.8� ����� ���2.���� � �����VM�!!L ���(C ��� ���8) L � �3c 9 + !!J !:+�� ��� � � � � ��� ����.5-,��� ��� 	 �8� �"�(. � �`� ��� ������� �2S � ��# � �

>B=



| � ��� �D� �����$.7��������� �8�X�����X� � ��#��� � �
E

� �K����� �Z�/��� � � ��� �������
σ
%
t

!
→v

���Y� � � ����������� ��� ����� ���
C

� � ������� � ������� �
��� ����� ���

C ′ �8� .�� � � �!�
E , σ ` 〈C, t〉 → 〈C ′, v〉

i �
	���� � ��� ��� �����]%
E , ∅ ` 〈∅,  (t1, . . . , tn)〉 → 〈C, v〉

��� ��������
[  ](t1, . . . , tn) = v

(1)
σ(x) = v 0 � �������=��� �-1

E , σ ` 〈C, x〉 → 〈C, v〉

(2)
c ∈ C E , σ ` 〈Ci−1, ti〉 → 〈Ci, vi〉 0 F ����� ������� � � ��� 1

E , σ ` 〈C0, c(t1, . . . , tn)〉 → 〈Cn, c(v1, . . . , vn)〉

(3)
 ∈ F E , σ ` 〈Ci−1, ti〉 → 〈Ci, vi〉 (  (v1, . . . , vn), v) ∈ Cn 0 T ��� ����� �B����������� ����� ���/1

E , σ ` 〈C0,  (t1, . . . , tn)〉 → 〈Cn, v〉

(4)
 ∈ F E , σ ` 〈Ci−1, ti〉 → 〈Ci, vi〉  (p1, . . . , pn)→ r ∈ E piσ

′ = vi E , σ′ ` 〈Cn, r〉 → 〈C, v〉

E , σ ` 〈C0,  (t1, . . . , tn)〉 → 〈C
⋃

(  (v1, . . . , vn), v), v〉

0 ����� � ��� ����� ���-1

� �����(C ! 9 � | � ���;�����������E�H� ���
�2S � ��# � �B� ����. .������ �2����� � ��� �K� ��� �����
����� ���4� � � �2. �Z��� � � � ����� �����2�6.8������� � ����!

� � �2.8.������ �2��� � ���(� � �6�����E-�� ����� ' � � � ��� 	��2.�� ���������a-,������� �1��� 	 ���;S �IK�� � �2��� �z� �����#8��� �
(max, +)

) +K� �Bc5;-+*% � �
	�� �����;# � �4. � ��� ��, �	�����	�,' � ����	�� ����!

�nP�� �#%O��%7�[� a � ���  #461&% � %'����0H��L#��PH�&4R��%7�[�#1IL �[.'^,���(KY%746.'0/1����
� ����� l/pOw s �csurIHcv m*oAm�J H p Hzs n=rEo/nNx �Nrjn,N1s pNxfv"�H� ��� �2S&�X� �����

a ∈ F
⋃

C
�H� ��� � �2.

n
��� �0�����XC ����� � � ���

LaM : Nn → N����� ���B-,��� �
� LaM

��� ��� ��� �$.���	 �������
	 ���;S �IK�� ��!
� LaM(X1, . . . , Xn) ≥ Xi

	 ������� ��� �
1 ≤ i ≤ n

!
� LaM

��� � ��������� � ��� ��� 0 �����(' � � ����� � � � ��� �21 �����R'c�N' ������� � � �����������0� � ������� �������=��������!
� LcM(X1, . . . , Xn) =

∑n
i=1 Xi + b

� �
c ∈ C

0
b
� � ������� ������� � ��� ��� � � ����� � � � ��� � 	 ����� � � ���/1 !

T ��-,����� �f' � � ������	��2.�� � � � ���V�H� ����� � ��� � � ��� ��� 0 � ��� � � �2��� ���8�����H� ��� � ��.
0
1�� � �K� �����4����� � ��� � � ��� ��� � ��� ��� ���8����� � 	 ��'

��� � � ����!
T � ��-,������� ' ����� ��� 	���. � ����������� ����� ��. �����/�(��� � �=�(U �����2� ��� ��� � ��� �4� �����;#�� � �����������`-,��� �

L  (t1, . . . , tn)M = L  M(Lt1M, . . . , LtnM)

� � 	 �8� � � � � ���_-,������-,������� � ���e� � � � ��� �Z��� ����� � ��� � � �2��� ���8��� � � � �"��� � �������1�����h-,������� ' ����� ��� 	���. � ��������� � �
������ �

0
0 ��� � ��	�� ��� ��� � ��� � ����� � ����� ������0���4M�!$L ���$C ��� ����%&+ !eF ��� ������%(� ! '*) !�� ��������� � ��^ !$g ���$\�� � 1 !eFD� ��� � � �2# �

�;��	 ����� ��� ��	 ����� ��� � �������K� � ��� ������� ��	 ���fS������ ����� � � ��� ������� !
�nP�� �#%O��%7�[� a ) �
� � �2S � ��# � �B� � ��. . � � � ����� ��p �,N�vAH������X-,�������f' ��� ����� 	���. � � �������

L•M
� � 	 ����� � ����-���� �2#�����

l → r
� � 	 ����� � ����-����

�2�$��� ��� �2� � � ���
��� � � �
σ
%
lσ ≥ rσ

!

T �BC ��� �0-,��� ��� ��� ��������� �7�������(. � � ������� ��� � � �����(' � ��� ��� ��� ��� ��� � �����0� � �(U � K��2. �K�H� ����� �2#����� �;��	�� �`-,����-,��� � � �
-,�������f' ��� ����� 	���. � � ������� � ��� � ��� � 	���� �2�(> � ��� ��� � 	 ����� 	�� ��������� ���������2� ��������� �����(� �ZS � �2#8����!=i � � @ ���8% � � �2S � ��# � �
� � ��. . � � � ������� ����#�� ���;��	�� � ��� ����� 	 ��� � ��� ��-,������� ��#��� �

 (x)→  (x)

>H?



����� ������������	������ ����� ���(� � �������B-�� ����� ' � � � ��� 	��2.�� ��������� !
F ��	 ���e����� �8% �����0-�� ����� ' � � � ��� 	��2.�� ����������� ����� � 	 ����� � � � ���1� �1� ��������� ��� � ����� ����� � � � ����� ��� � �8% ������	��;.�� � � �����

�H� �=� � ��� ���6. �����&������� ��� ��������������������%$��� ��� ������� � ��� � � �H�����7� ������� �2��� ��������� 	�����U � �2.B�(���2S�� �2#8� ��!

� 0/KYK 0 EZd �
� s

s E t
pNx;nNm_w

LsM ≤ LtM �
�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �
L  M(X1, . . . , Xn) ≥ Xi

	 �������������
1 ≥ i ≥ n

!

� 0/KYK 0 E 8��
� n=s v�r=H

t
v H

s
��v l O H v m N6v�wBM�n=r$w H*m lIMAHcv�l(m_w7vAH

L•M
l(rjv � l/pOw s �csurIHcv�m*ojm�J H p Hzs n=r � � s s / t

pNxfn=m_w
LsM < LtM �

�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �bc�6�6.8� ��� �K�H� ��	��2# � ���1C ����� �7� ����-,����� �f' ��� ������	���. � � � � ����� 	 ����� � � � � ����� � �2� � ���8��� ��!

� 0/KYK 0 E�% �
� s

t ∈ T (C)
p=xfnNm_w

|t| ≤ LtM
v H�sux�vPO�s`w H vBl(rAvFM�n=r$w HcpNrIHcv

c
Hcv xuxfv ��l/v

LtM ≤ c · |t| �
�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �W ��� ���/�(��� ���������2���

|t|
!AFD� ��� � � � ��� 	 �����

|t| = 1
	���� � �4-,���B����� � � � �����

t = c ∈ C
�������

LtM = a ≥ 1
!

Q��
t = c(t1, . . . , tn)

������� �
LtM =

∑n
i=1LtiM + a ≥

∑n
i=1 |ti|+ 1 = |t|

!
? �0�6I8����%����

|t| = 1
%
LtM = a ≤ c

0 ��� �Z�L>��K��� 	������/� � �
c = max(a)

1 � � ��� �����

LtM =
n

∑

i=1

LtiM + a ≤
n

∑

i=1

c · |ti|+ a ≤ c · (
n

∑

i=1

|ti|+ 1)

� 0/KYK 0 E(a �
� s

LtM ≤ LsM
pNxfn=m_w

L � (· · · , t, · · · )M ≤ L � (· · · , s, · · · )M �
�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �bc�6�6.8� ��� � ������� � ��-,�������f' ��� ����� 	���. � � ������� � ����� � � � ������� ��� � ����!

( �T�ZL �[1&%O�&%'�(� E�* �
� s

t
∗
→s

p=xfnNm_w
LsM ≤ LtM �

�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �� � 	������ � ��.8�$��� � � ��� � ��� �8� �Z���G��� �2.]� ��U
u

� �
t
!,? ��� � ��� � U ��� ��������� ��#��� �

l → r
��������� �2�$��� ��� �2� � � ���

σ
����� �����

-,���
lσ = u

!<W ���X�(. � ��� � � ���a� ���X-�� ����� ' � � � ��� 	��2.�� �����������7�H� ��� �2S � ��# � �{� � ��. . � � � ��������%
LlσM ≥ LrσM

� ����� 	����
��	�	�� �������������E�(�
� �8�6��� ��� 'c� � ���2���8%,��� 	 ����� � ��.8�(� � ������� ���4C ��� �	9 �=� ����� ����� G�� �������1-,����� �f' � � ������	��2.�� � � � ��� !

F �Z�T�(.'.746%O�T0 E Q �
� n=s6H N�pNsur l(rYw �Ow H � N6v ��vXm�J2J2M�m s6H*l(m2v ��l(sGp �,N�vAH�l(rAv ��l/pNw_s �csur=H v m*oAmPJAHcp,H*s nNr{o$n=x �NrAn N�s p=xfv ���n=l(m M
	/p � l/v�w �,N���n=xfv ��v ��nNr MAH*s nNr � v HM
	/p � l/v Hcv m N6v�M�n=r$w H*m lIMAHcv�l(m

v0, . . . , vn
H v x w ��l/v � (v1, . . . , vn)

!
→v0

�
|v0| ≤ P (maxi(|vi|))

o$n=l(m7l(r6o/nNx �Nr��,N�v
P �

�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �W ���0�(. ����� � � ���3� ���0-,�������f' ��� ����� 	���. � � ������� � %
L  (v1, . . . , vn)M

� � �0� �����$. 	����D��� 	 ���;S �IK�� � ���
maxi(LviM)

%j� �����
	����G��� 	 ���;S��LK�� � ���

maxi(|vi|)
����� ���B-,����� �f' ��� ������	���. � � � � ���6����� ������� ��� � ��� � � �2��� ���8��� � ��� � 	 ���;S ����� ����� �8� ��� �

� ��� �$.���	�������� ����� ��� ����� 0 � �8�1� � ;$= 1 !H? ���6I � ��%
|v0| ≤ Lv0M

!�T � 	�� ��	 ����� �������h;B@ 	 ���������4���6��� � �1-,���
Lv0M ≤

L  (v1, . . . , vn)M
��� ���������4� ��� �$.���	��������
	 ���fS��LK��������

maxi(|vi|)
!
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 �(����
 �&�������
	��
W 3#P/�Z�T-/KY0 V � � 	 � ��� � * 4R�T%'�(� 0H� 	�� ��� � *+�/^[0/���

2000
� *+* ��� � ���

��p M�x;pOw_w v ��v�w0w �Ow H��AN�v�w���v7m�J2J2M�m s6H*l(m2v Hcv m N�surjpNrIHHo$p=m � � � �(v H�p�� N6v H HcpNr=H!l(rAv ��l/pNw_s �csur=H v m*oAmPJAHcp,H*s nNr�M_p=m2p M H;J �
m s`w v �������	� �
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� � v w H ��� �3�=sum2v � l/vRHcnNl(Hcv2��n=r4M Hzs n=r ��v��	�
����� v w H�M�p=xCM l(xfp�� xfv�o$p=m4l(rYw �Ow2H�� N6v���v7mPJPJ2M m s6Hzl(m�v � l(s Hcv m N�surjv�o/pNm
� � � �=vAH@p��,N�v H�l(rjv ��l/pNw s �csurIHcv�m*ojm�JAHcp,H*s nNr5vAH ��l/v&H n=l(HHw �Ow2H�� N6v���v�mPJPJ2M m s6Hzl(m�v ��l(s�Hcv m N�surjv�o$p=m � � � �=vAH�p �,N�vAH
l(rAv ��l/pNw s �csurIHcv�m*ojm�JAHcp,H*s nNr M_pNxCM l(xfv�l(rAv ��nNr4M H*s nNr ��v �������	� �

�hW����
+

�D� ����� ' � � � ��� 	��2.�� �����������
≡
��������� !

� N,0HKYL#.70 ) E � � �!"5�Z�T0 � � � ���
T � �ZS � �2# � �K��� �2.8.������ �2��� � �2��� � ����� ����������� � ��� ���������� ����� � ����	��;��� ���������� ������� �Z��� ����� ���1�������K�7��� �(U �2��� � ��� �

� � �
: � � � , � � � → � � �

� � �
(n,0)→ n

� � �
(0, m)→ m

��� �
(S(n),S(m)) → S(

� � �
(n, m))

%
∈ {
4
,
1
}

� � " �
=
� � �

: �
	 � �

, �
	 � �
→ �

	 � �

� � �
(ε, ε)→ 0

� � �
(ε, y)→ 0

� � �
(x, ε)→ 0

��� �
(
%
(x),

%
(y))→ S(

� � �
(x, y))

� � �
(
%
(x), � (y))→

� � �
(
��� �

(x, � (y)),
� � �

(
%
(x), y))

%
6= �

F � 	�� ���� ���1� � ������� � ��� 	���� �YW���������� ����������� ����� � � � �
≺F

� � � !$b � ���(� � � ����-�� ����� ' � � � ��� 	��2.�� ��������� �

L0M = LεM = 1 LSM(X) = L
%
M(X) = L� M(X) = X + 1

L
��� �

M(X, Y ) = max(X, Y ) L
� � �

M(X, Y ) = max(X, Y )
? ��������� �ZS � �2# � �7� � ��. . � � � ��������������� �����0�����4C ����� �������Y� � ��������� !

T � 	�� � � �f#���� ���8� ���_-����K-,������� ����U � � 	�������	�	 ����� ����� ��-�����% � ���1� � 	 ��������� �����2� ��������� ��� 	�����T �YW���% �=� ��� �
������� ��� � ��� 	�����U � �2.Vs6N�ojxysQM�s6Hcv�� ���*� ��� ���� � � �$� �X-,��� � � ������	 �2����.�� � ������� ��� ����� 	�����U � �2. � U 	�� ��� � ����!HT<� ����� ������%
	 ������� � � �����/� � � ����� ��� ��� 	 ���;S������ ��������%���� � �{C ����� ��� ��� �;�X������� ��� 	������� �=�6� � � � ���E�$S � �=� �;-,��� �=�h� �NS����Y� � ���
�6. � ��� � � �������<%���� � � �2' �=' ��� � �D������� ��� ��� �*� ��� ����� 	���. � � ��� � ��� �K� ��� � ��������� ���0� � ��� �������� C�! 9 !

T �E� �8�(U �f#8� � ���8� ����-,��� � � �X-,��� �*� ������$� ��� � � �&� � � ���{� � � � � �E. ��. �Z��	�	�� �f�6.�!�T � �2S�� �2#8� �{� � �2.8.������ �2��� �
��� ���;S��2. ��� � � ���;���/-,��� � ��� ��� �	.������ � ��� ����� ����� �8����� � 	 ���:��� 	�� ���� ���1� �8����!O?D� 	 ��� � �G� ���&����� � �*� ��� ������� � ��������� � �2.�%
� ��� � � ����� ��� ��.�� ��� � � � ����� � � ��� �����8����� ��� ������� �8�����0-,���DT �YW�� 	$������-��<� ��� ��� ����	 ������� 	��f� ����� ��� ���� � � �$� ��� �����2��� ������!

F ��	 ���e����� �8%�	 �������(.������2� ������� ���7� ��� ��� �2��� ��� � ����	�� � U�� �2. ��� �������N9 ����� �:� ���������{� �K-,�����;-,��� ' � ��� � ��� � 	��f� �
-,��� ��� � �;� 	�� � 	������� �=�6� ��!$FD� � � � ��� � ����-,�������f' ��� ����� 	���. � � �������V-����(9 ����� ��� �PK����4��� � ��������� ��� ��� � � ��� 	�� � U � ��.B� �
�*� ��� ���� � � �$� ��!

[ � � ����� � ��� �8%���� 	 � � � �=� ������� � � ���_-,�����G-,��� ��� � ��� ���(� � �4pNlIM l(rAv � � � ��� 	��2.�� ��������� 	 ���fS������ ����� ��!�T � �G-,����� �f'
����� ��� 	���. � ����������� ����� �{� ������� ����	 	��f��� � ����	�������-,��� ����� � � ������	��2.�� � � � ������� � 	 ����� � ������� � ��� � � �K��� ��� ������� � 	��f� �
C ����� ��� � �����K������� ��� ����� �2��� ��������� 	�����U � �2.�!

�� �� � �@� , �B� (5� � $ � $ � $ �G��	��	
�� $ �@
 	B

F ��� � � ��� � � � ��� �G� ��� 	����8�����K�������$.��K������� ) � �3c5c-+H-������ � �����RC ���2� � ����� 	�� ���� �=�6� ��� ������� � � ��� � 	���� �YW����
��� 	������� �=�6� ���������2� ������� � 	 ����T �YW���% ����	����8�����"�������$.�� ��� � � � �6� ����� � ����!�T �
	����8�����V� � � ��� ��� �8� � ����	������V� �
��� 	�� � �������������$.�� 	 �����4T �YW�� �������F) � ��� cBc�� + ��� � � � ���_-,����� �D-,������� ����� �������

5
� � � ������� � ����� � � 	 �����4�$���

� � � ��� � � �2����� ����� 	 ���;S �IK�� �"-,��� ��.�� ����� ����� � �$.����2#8� ���
29

� �
30

� �6-���� �����X-,����� �f' � � ������	��2.�� � � � ����� ��.�� � ����� �
� ����� � � � � ��� � ������� �8�(U 	�����	�� �f.��2.��50 ��� � � ���� � �����A����� ���$.�����# � ��� ;$@ � � ;$A 1 !,T � ���5� ����� 	����8����� ����	�� ���/� �����2��� � �
��� ����� �������

6
� ��� ��� ��� � ����� ��!]? ���6I � ��% ���K-,����� �f' ��� ������	���. � � � � ��� � ����� � �2��� � ��� 	����������:� � �*� ��������� ����� ��Q !=L ��������� �������

� �DQ !AF �����*) L�F AH;/+ � � ���(. ������� ��U 	�������� � � � ��� ��!
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� 1�� 130 � � � 	�� �$� � � 
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����
MPO′ + L•M

� 1
�nP�� �#%O��%7�[� a(E � � 4 "5.'461&1�0

B
�#0 � �40I0/.'.'4Z�����(�!% 0H� � � F ��� � ���

?������F) L�F AH;/+ %<Q !�L ����������� ����� ���BQ !�F � ���Y�(. ������� � ��� �4����� � ����� � �
B

��� �2S � ��# � ���4� ����. .������ �2������!�F ��� � � �����������
��� � ��� 	��f����	 � � � � � � ����� ���0-,��� ����� ������� � ����� ������� ������� � � ��� � �
� 0 F �[�#1���46���&0�1

0
�

� 0 �� !"5"B0/1�1&0/ ��T1-1
Si(x)

	 �����
i ∈ {0, 1}

�
������C ��� � ������� � � ��� � ����� � � �
� 0 ( �T� � 0/"$�&%'�(� 1 πn,m

j (x1, . . . , xn; xn+1, . . . , xn+m)→ xj
	 �����

1 ≤ j ≤ n + m
�

� 0 ( �TP/�!P/"B0/1&1�0/ !� 1 �
(;0)→ 0 p(;Si(x))→ x� 0 F �[�#�#%O��%7�[�#�#0H.7.'0(1��

(;0, x, y)→ x
�
(;S0, x, y)→ x

�
(;S1, x, y)→ y

�
� � � � � ��� � � ��	������
� 0 & P/"5 ��T1&%'�(�\L#�TP/�!%7"B4R�&%/.[0(1

 (0, x1, . . . , xn; y1, . . . , ym)→
&
(x1, . . . , xn; y1, . . . , ym)

 (Si(z), x1, . . . , xn; y1, . . . , ym)→
)

i(z, x1, . . . , xn; y1, . . . , ym,  (z, x1, . . . , xn; y1, . . . , ym))

	 �����
i ∈ {0, 1}

� ����� & ����)
i
����� �

B
0z�(. � ��� � � 	���.�� .8� �8�1� ����� 1 �

� 0 F �[KYL �[1&%O�&%'�(�Y1����T0(1

 (x1, . . . , xn; y1, . . . , ym)→
&
(
)
1(x1, . . . , xn), . . . ,

)
p(x1, . . . , xn);

�
1(x1, . . . , xn; y1, . . . , ym), . . . ,

�
q(x1, . . . , xn; y1, . . . , ym))

� ����� &
,
)

i
� � �

j
�������

B
0z�(. ����� � � 	���.���.]� � �6� ��� � 1 !

b � ��� ��C ����� ����� � ����� �0-���� ����� ��� � ����� �2#������� ��� ���������2.�����C ��� �0�(. � � �,G���� � �YW�����0 ���D�6I � �6T �YW�� ���EC ��� �����
� � ��� ��� �K� � � ��� ����� �

1
��������� � � ��� ��/����� � ��� � ��� � ����� 	 ��� � �Z' ��� � ���� � � ���K� ��� �����������

0
����� ��� ��� ���21 !

�nP�� �#%O��%7�[� a[V � e �!0 �  #461&% � %'����0H��L#��PH�&4R��%7�[� L �( !� .'4 "B.'4Z1�1&0
B
���

T ����� �6� �
4.1

� � ���0�6I8��� ��� � ����� �0C ��������� �������7-,�������f' ��� ����� 	���. � � ������� 	 ����� � � � �ZS � �2#8��� ��� ���2.8.�� � � �2��� �0���
B
�

� L0M = 1
�

� LSiM(X) = X + 1
�

� LπM(X1, . . . , Xn+m) = max(X1, . . . , Xn+m)
�

� L
�
M(X) = X

�
� L

�
M(X, Y, Z) = max(X, Y, Z)

�
W ����� ������C ����� � � �������(. ����������	���� �2. ����� ��� ��� 	���.8� ������������������� ��� 	 � � � �������
��<�����%

L  M(X1, . . . , Xn; Y1, . . . , Ym) =
q � (X1, . . . , Xn) + max(Y1, . . . , Ym)

� �����
q �

�$. ������� ��.������ ��� ��� � ��� � �
� q  (A, X1, . . . , Xn) = A(q �

0
(A, X1, . . . , Xn) + q�

1
(A, X1, . . . , Xn)) + g � (X1, . . . , Xn)

� �  ��� �0�(. �������
	�������.������ ��� ��� 	���.8������� ���������

� q � (X1, . . . , Xn) = q � (q �
1
(X1, . . . , Xn), . . . , q�

p
(X1, . . . , Xn)) +

∑

i q �
i
(X1, . . . , Xn)

���  � � �{�(. �������
	���� � ��� 	 � � � �������
��<�����!

+ �������z% � ��� � �XC ����� � � ��� 	 ���fS������ ����� � ��� ���������������=����� 	 ���0��� �2S � ��# � ��� ����. .������ �2�����X���
B

-,��� ������� � ��� 	����
�YW������ � ���$�����������B-,������� ����� ��� 	���. � ��������� !

� 1�� 1�� �
MPO′ + L•M

� �$� � �&
�
 � � � � 	�� 1
J�. � ��	����(-,���8����� �8% � ��� � �2S � ��# � ��� � ��. . � � � ����� ��-����������2� ����� 	���� �YW������ � ���(� � �G�����K-,�������f' ��� ����� 	���. � � �������

��� � �������������=��� � �������8��	 � 	 ���;S��LK�� ������	 ��� �*� � � ������	��2.���� ��� � ��� � ����� ���G� � ��� � ���� � C�! 9 !NF ���6� ���/d������ 	���� 	������������
-,��������� ����� ���7�(������� ������� ��� ��� �$.���	 �������
	 ���;S �IK�� �7����������� � ��� ��� �B��������� � �2.�����!

�nP�� �#%O��%7�[� aZd � & 4Z� 2M���  #� 1_^,K 1 �(.'0`�!0�� �(�!"B��%7�[�����
T � 	���.�� .8� ����� � 	 ���2� � ��� �4�(. � ��� ����� � ���� �2�����������ZS&��� ��� � ��� �DC ��� � ������� ��!(T �1m2p=r :��H� ���
�ZS&��� ��� � ��� ������	��f� �
	 � ��� � ����� � ���

p
������-���� � ����� � � � �ZS&�X� ������� �$C .�� � �8��� �R0 	 ����� ��� 	��2. ��.]� �������/1 ��������� ��� ��� ���� �=� 	��f� �

p− 1
!
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Cp
� � � ��� ��� � �*� ������� �X��� ��� � �

n
' ��	���� � �G� �������2� ��� � ��� � � �2��� ���8��� �:-,��� � ��� � ������$� ��� � �:��� ��	�	 ������� ��C ��� � ������� �

� � � ����
p
!e� ���6� �����

|C| ≤
∑

1≤p≤k

|Cp|

���
k

��� � � � 	��;��� �� ���/� � ����1� � � �2S,��� ��� � ��� �
F

� �
|A|

�$.���� ������ � ��������� ������� ���z� ��� � �8�X�����
A

!

0I�Z�T�#05� .'4h��46%7.'.'0`�# f"B46" 3#0 �
W ������� ��� �����

|Cp|
% ��� ��� 	 ������� ���������������5� � �$U ������� ���������

C∨
p

� �
C∧

p

!$F �������;�(.�������� ��� �2.]�(��� �������"� �
r
-,��� ���

C �=���XC ����� � ��	���#�� ��	�	�������� � � ���a�H� ����� ��#��� �
l → r

� ��� ������� �Z�$� � � � ��� �������
σ
0 �����

4
��� �*� ��� ����� 	���. � � ��� 1 !:� � �

� �����
lσ =  (v1, . . . , vm)

� ��� �
vi ∈ T (C)

!<Q ��� � &
(u1, . . . , un) / rσ

��� & � � �7� ��� ����
p
!<F ���1� � � � �ZS � �2#8���

� ���2.8.������ �2��� � � ������������	���� �YW����;%���� � �$.������ ����� � � � ����� &
(u1, . . . , un) ≺mpo  (v1, . . . , vm)

!&b �jS �X� �����0� � �(U
������	 � �����;��� � ��!
9 !KQ�� ��� � ����V� �  ��� ��� ��� ��� ���8����� � 	��;��� �� ���/�E-,���

p
0 &
≺F  1 % ������� � ���Y�����

(u′
1, . . . , u

′
n)

�������
C∨

p

0
u′

i��� ������C ����� ��������� ��� �7� �
ui
1 !$W ��� �������2.8-,�������]%�� � �����_� � � ���H� �

C∨
p

� � ��� ��� �$.�	����

|C∨
p | ≤

∑

i<p

|Ci|

;�!�? ����� ��� ����� ����� ��� ��������%  ��� & ������� �1�6I � � � ����/%A� ��� �
n = m

���
(u1, . . . , un) Em′

(v1, . . . , vn)
!ji �

C ��� �8% � ����������� ��	�	 �����B� �6C ��� � ������� �B� � � ����
p

C ��� � � ����� �7� � ��� ������� ������� � � � ��� � �  (v1, . . . , vn)
���6C ��� �

� �����0� � � ��� ��$� ��� � ��-,��� � ������� � � � �����Z' � ������� ��� ���
vi

!(b ��� ��	�	 ����������������� ��� �����7�

I(v1, . . . , vn) = {(u1, . . . , un) : (u1, . . . , un) Em′

(v1, . . . , vn)}

��� 	 �8� �K� ��� �D� ��� ����� � � �����_� � � ���H� �
C∧

p

	 ���

|C∧
p | ≤ |Fp| ·

∑

(v1,...,vn)∈C∨
p

|I(v1, . . . , vn)|

W ���4��� � �;� 	�� � ������$� ��� �7� � � ����	�� �����% ��� 	 � � � �������7-����
|I(v1, . . . , vn)| ≤ n! ·

∑

i≤n |vi|
!<? � 	��;���8%

� ��� �$.����2#8� �h;$A �;� 	�� �`-,��� -,��� 	 ����� � � ��-,���
(v1, . . . , vn) ∈ C∨

p

% ��� � U���� ���h��� 	 ���fS��LK����
P

� ���4-,���
∑

i≤n |vi| ≤ n · P (maxi≤r |ai|)
��� � � �

ai
����� � ����� ��� ����.�� �B� � �*� �������� � ���$� ��!<i � � ���X����������� � ����� � � �

�2. �Z��� � ��� �8%����
��� � � ��� ���������
|C∧

p | ≤ |C
∨
p | · P

′(max
i≤r
|ai|)

���
r
��� � �*� ��� � ��.K� � � � " �����

P ′(X) = |Fp| ·n! ·n ·P (X)
��� ����� 	 ���fS��LK����F0

n
� � � �z� ��� � ��.�� �NU �;� ��� �D�H� ���

�ZS&�X� �����/1 !
� � 	 �8� �D� ������������ ����	 ��� � � ��� ��� ����� �2���

C∨
p

���
C∧

p

	$������-����

|Cp| ≤ |C
∨
p |+ |C

∧
p |

T � �����_� �������K��� � ����� ��� � ���
Cp

� � �V�������E� ��� �$. 	����{��� 	 ���;S��LK�� � ��� ��� � ����� ���3� � � ��� � �2.�����!G? ���������
��������� �����<� � �z� ������� �������X�(� ����� ��� � � ���=��� � �<� �����$. 	����D��������� 	 ���;S��LK�� � 0 � � ��� S �"-��<� ��� ����������� � ���@���

Cp
%

�=�V� �NU �f���$� �=� � ��� ��-,���4� ���ZS&��� ��� � ��� �DC ��� � ������� �P1 !$F ���6��� � � � � ��� �8��� � � ��� �_��.������������ ��� ����� ����� �������=��� ���
� ��� �$.�� � 	����G��� 	 ���fS��LK���� ��� ��� � ����� ���K� � � ����� �2.�����0 �=� ��� � ����� �����K����� �������2.8-,������� �D�(� � �$.����2#8��� ;$A 1�%���� � ����� ���
�(������� ������� ��� �����$.���	��������
	 ���;S��LK�� �����
��� � ����� ���7� ��� ��� ����.�� ��!

W ����� ���������f��� ��% �����Z�(> �!� ��� � � ���_-,�����	-,��� ������������� ��� � � ����	���� � �
(C, t, σ)

��� �������=��� � � ����� �@�H� �������2.]�(��� � � ���
E , σ ` 〈C, t〉 → 〈C ′, v〉

��� �G� ��� �$. 	����G��� 	 ���;S��LK�� ��!�i � � @ ���8%
|C|

��� �G� ��� �$. 	����G��� 	 ���fS��LK����D� ����� � � ��U ��� � �
������������� � 	 ���;S��LK�� �����(� � ����� �����	� �C@A.������ � � � ���������� �=�������8%

t
��� �:��� � �����R' �����2� ���H� ������.8-,��� � � ����� �

E
� � � � �<� ���

��U ��� � ��� �����6-,��� ��� ������������	 ���;S �IK�� ����� � �
σ

��� � ������6� � ����-,����� ��� ������� �6������� ��� �8���7-���� ��� �7��� ����� �R' �����2� �
�H� ����� � ����� ����� �

C
!

F ���6� � ������� S���-,��� ��� ����������� 	 ���;S��LK�� ��������� � ���������� ����������� ��� � ������������ � � � �@-���� � � �ZS � �2# � �G��� �2.8.������ �2��� �
�����2� ����� 0 	 ��� �YW���� 1 %�� � � ����� � ���0C ��� � . � ��� � ��� ���8� 	�� 	 ���;S �IK�� ����� !

C 9



�� �� �������

Q � ������� ���������2S�� �2#8� �B� � �2.8.������ �2��� � ������� � ��� 	���� �YW�� 0 ���YT�W�� 1 � � �K�$.�� �`������� ��!eFD� � � ����� 	��������f#8� �B-����
��� �K�������#, �	�����	� � � ��� 	���.���.]� ��� � ����� � � ���������&��� 0 � �K���������������	� ��� ��������� � � �������&���-1 !

?���������� ����� � � 	 ��������������� ���7-����K9 � 	���.������ ������� �&0 ����� �2S&�X� �������0� �1C ����� �������������7��� ������� ������� ��� ��� �KC ����� ��� �
� �8�(U ����� �8�X������������� 9 ����� � �21 % ��� 	��2. ��.8����������� � ��C ��� ��� �7��� ������������!&b � �2�(> � ���
�A@ � �K� � 	 ��� � ��������� ��� 	�� ���� ���1� �
� ��� � ������� �����������K��� ��� � �8�X�����K� ��� ��� � � ��� � ��� �!� � ���BC ������� &

�F  � � & ��	�	���� �,G��G������� � �D� � �X�����K������� ����� �����
��#�����7� ���2.8.������ �2��� �4� �  !Q � ����������� ��� �2S � ��# � � ���$�����7�����{-,�������f' ��� ����� 	���. � � ������� ��� ��� ��	 � ���Z' I ��� � 	����7�(.����;����������%�� ����� ��� ���Y-,����� �f'
����� ��� 	���. � ���������
��� ��C ������������% � � ��� � 	 ��� � �;�����B� � ��.�����������-��<� ��� �8� ���� ���������3�H� ������-�� ����� ' � � � ��� 	��2.�� ��������� !(? � 	��;���8%
� ���6���������4-,������� ' ����� ��� 	���. � ����������� � ��� � � �2# � ���f.����4� ��� � ��� ��� �6� � � � ����� ���8% ��� 	�� ���� �=�6� � ��� ��� � ������� ����� � ��� �
����	��=��� �7� �0C ���������������������/� �`��� � � ����� ����������� ���=�5� ��� ��� � ��� ����.������ � � � 	������� �=�6� ��!

FD� ��� � �2��� ���
	���������� 	 �h-,���69�� ����.������ � � � �2S � ��# � � ������� 0 bc��	�� ��� � �EF ��� 	�����U � �RS + � ���;S����8J�1 ) ���NSRc 9 + !GT �
	�� ���� ���1� ��	�� ���/�E��� �ZS � �2# � �X��� �2.8.������ �2��� ��� �0��� �����/� �`��� � 	 ������I � ���X-,����� �f' � � ������	��2.�� � � � ��� ��� ��.�������� ��� ���
�2S�� �2#8� � � ������������	���� �hW����L0 ���1T<W�� 1 � � � � ��� �����e� �;��� � ��� �	��� ����������-,����� �f' � � ������	��2.�� � � � ��� ! � �������(������U � � 	����
� � ����� � ����� � ��� �#������� �
F ���6� ���ed ��� ��	���� � ��������������
	�� ���� �=�6� � ��� �z� �;��	����;� ��� !
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� � � � � ����-,��� -���� ��� 	������� �=�6� � � ����� � ��� �E� ��� C ����� � � � ��#��� � �V��� ��. . � � � ������� � �
��� -,�������f' ��� ����� 	���. � � �������
	 ������� ��������� ��!���� � ��	 � � ��� ����� ��������� � ��.���������� ��� � ����	�� � U�� �2.7�(�
	�� ���� ���6����� �������.�!

� ��) � � �
� ) � ��� 	 &�� � � ����� � " � � ��� � ��$ ! �&%(') � � ��"*��" � ������������� � ��" 	�� � ��� %,+-'� ) �  � � � �#" 	 � "�� � �#" � � � 	 � ����� ��� � � '
�D�����/�{��� 	�� ���� ���1� � ��� ��� �������.�% ��� 	 �8� � ������� ������������� ��� � ����� ����� �*� ���`� �7� � �*� � � ������	��2.���� ��� � �����2� ���

�
���5�

�*� ���;� �7� � �*� � � ������	��2.���� ��� � �����D� ��������������� ����!
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 �*� �

� � � �#"��/������
 �����
�
� � �/� ����
 �� �

� ��) � � �
� ) � ��� 	 &�� � � ����� � " � � ��� � ��$ ! �&%(') � � ��"*��" � ������������� � ��" 	�� � ��� %,+-'� ) �  � � � �#" 	 � "�� � �#" � � � 	 � ����� ��� � � '
� ����� � � �
� &�������� �
�����
� �*$ � ��� � �
� �	� ��� � � � � � � � � � � � ������
 � � � � � � � ��������#" � �+��� � &�� ��� ���
$�� � � � � � �

� ����� � � �
� &�������� �
!�� ��	 " � � ��" 	��� �	� ��� � � � � � � � � � � � ������
 � � � � � � � ��������#" � �+��� � &�� � ���

$�� � � � � � �
����� � � � ��� ����� � � � � ����������� � ��� � �z� � � � ��� 	��2.����8��� �����2� ��� 0 ��	�	 ��� 	���� � ����� ��� 1 ��� � �����5�6. � ��� � � ������� ! &�������� �
� ��������� � ����� � � �*� � � ������	��2.���� ����� ����� ���2. ��� ����������� � ��� ��!

T �1� ���2��� �7� ����� � 	�� � � � ����� ����	 ���/� �=� �����������7� ��	������ � ��.8�(��� ����������� @ � � ���$.�� ����� ��� � �*� � U&. ��� � � ��� !
�D�����;-,��� � ��������������� � �����2� ��� �������������5� � ��� �

(
4 n(ε),

1 n(ε))
� ��������� � � � � ���8��	 ��� � ������� ��� �2��� � ����� � �

n
+ 	�	 ��� 	���� � ����� ��� � �Y.8� ��� �����������

0 4 4
1 17 17
2 63 48
3 219 97
4 771 164
5 2775 249
6 10169 352

� � 	 �8� � ���8� ���_-�������-,����� ��� � � 	���� � ����������� � �����D�6. � ��� ����������� ��� � �A@ ��� � � ��� � ��� ��-,������� �����`-�����!
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� � � � ����� �  � � � 
f������ � �	� � ����� � �

�YI8��� ���#�#�$�"� �!� ��� �{����� ����������� � �������f����� � ����� 	��f��� �� ���/���E-,��� �������	�j% � � ��� 	�������������������� ��� ��� � 	����
� �������;�(.��2.�� � ���6��� ������ ����	 ��� ��� � � ��� ���� � � �$� ��� � > ���������8%�����	 �8� �	I ��� � ��� �2.���� ��� ��� ��� � ��� ����� ��� ��.�� ������� !�i � �A@ � �8%
	��;����� �8��� ��	��������f#8� ��� ��� ����� ����� ����� ��������� ������� �!�j%������6� ��	 ������U � � 	���������� �����`� � ��.7� ����C ���2����� � ��� �����;.�������� �
-,����� � � �/.����8%���� ������� ���H����� � U 	���� ��������� ��.�������f#���������� ��	������������ ������� ��� ��	 � �����f��� � �����
��� ������� �������
	�� ���� ���1� �
� � ���f.���� ����������������� ��.�	 ������� W �T #0 !/? � 	��f���8%AF !eQ !/T ����%$> !e? !A��������� � �K+ ! � !$L ���E+K� � ��� ��� ��� ��� ����.7-,���
��� ��� ��� ���� � � �$� ��� ���2Q �f\���'ZF ��������6W ��������� 	����

�
) T<�,L�+ c 9 + 	 �����X�(.������ ����� ��� � ����� � ����������� � � 	������� �=�6� ������� �

�������������"���!� !
? ��������� ��� ��.�� ��� � � � �����"� � �#�$�"� �!� 	���� ��.�� ��� � ����� � �����$.�� ��� ������� ��������� � � ��� \ + !DF �������=� ) F ���Z=5; + ���

? !$L !$g������ 	������8) g����R?$; + !(W �;��� ��.�� �8�6����� �8%(> !/? !$������� � �1� ��� � �2.4-,��� ����� � ����� ��� ���������������0����	������� �=�6� ���
C ��� � ��������������� 0 �2. ����� ��� C � ������� � � �=�(U � ����� 	 ����� ��� � 	����B. � � � � �/1 ��� � � ����� � � ��� 	�� � � � ��� ����� � � ����� ��� ��.�� ����� �����
�"� ��� !�T<�
�=��� ���z% ���������_� � �����2��	e.������ ��� ������� ��� ��.�� ������� � - k
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�
�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �Q���� �����

Ω ∈ CT (  , t1, . . . , tn)
� �
〈
&
, s1, . . . , sm〉

��� . � � �V���
Ω

!�F ���6� �
si

��� �"��� �����2� � ������� ������� ��� ��� �8%
|si| ≤ LsiM ≤ L

&
(s1, . . . , sm)M ≤ L  (t1, . . . , tn)M

	������(. ����� �������Y� � ��-,������� ' ����� ��� 	���. � ������������!

C/?



� 0/KYK 0 V[d �
� n=s v�r=H

t1, . . . , tn
��v�w Hcv m N6v�w.M�n=r$w H*m lIMAHcv�l(m_w � � x<vPO�s`w H vXl(r6o/nNx �Nr��,N�v

P
Hcv�x ��l/v

Lmain(t1, . . . , tn)M ≤ P (
n

max
i=1
|ti|)

�
�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �F ���

LtiM ≤ c · |ti|
!

+ L#L 0/. L#4R� .646.'0/ !�T1 �
W ����� ����������� � ���D� ��� ��� 	 ���fS����������������Z��� �*� � � 	 ��� ��� � � �����2.�% ��� �Z�L>��!� � ��������������� � � � ������� ���	� ���*� ���2��� ����� .�� ���f�$'

� � � ���5������� �*� ����� � ����� � ���&� 	 ������� 	���� � ����� � ��� 	�����C ���/� �8��� !$F ����� � ����� ��� ��� ��	�	����;-,����������� � � � ���2.�����D�H� ��	�	 ���
	���� � ��� �8��� �50 ��� � � ����������� � �

�
��� � �������7� � ��. . � � � ����� �/1 	 ������.�� ���f��������� ������� ��!

W 3#P/�Z�T-/KY0 V 8 �
� n=s v�r=H N�pNsurVl(r�w �Ow H � N6v���vKm�J2J2M�m s6H*l(m2v � l(s�Hcv�m N1surAv:o$p=m � � � v H@p �,N�vAH@l(rAv ��l/pNw_s �csur=H v m*oAmPJAHcp,H*s nNrEvAH

t1, . . . , tn��v�w H v m N6v�w M_n=r$w Hzm lIM Hcv�l(m_w ����� ��� (t1, . . . , tn)
o/v�l(H �AH*m2v6m�J �=l(s6HDv�r v w*o/p M_v0o/nNx �Nr��,N1s pNx �Yx � pNs ��v/��v�xfpEw2H*m2p H;J;:�s v

w l(sutOp=rIHcv 	
� M
	/p � l/v J H p_o$v ��nNr M 	$nNs`w s6H�l(r�m�J ��v�O���nNr=H�H n=l&wGxfv�wGw nNl&w �'Hcv�m N�v�w!w nNrIH ��v w H v m N�v w M_n=r$w Hzm lIM Hcv�l(m_w�v H<nNr"p_o�oAx s ��l/v
xfvXrAn N � m2v � � J H p_o$v�wBr4J2M_v w_w pNsum�v�o/nNl(m7xfvXrAn=m N6p=xys`w v�m �
�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �F � ������� � � ���2.����� ������� ������� � U�	�� ������� ��� � �f#����8����� �������4� � �G��� ��� � ������� � �*� ���������D�H� .�� ���;��� � � ���"�H� ��� � ��������� � ��� �
� � 	����������7� �����Z����� ��� ����!�T � � ��� �����{� ����� ����� �������������&��������� �7� � ��� �2.]�(��� � � ��� � � �X�������1� ��� �$.�� 	���� ��� � ����� ���
�H� �����4��� ����� ��� 	��;��� ��� � ��� �����0�(�
� ��� ����U�� �0������� � �]-������ � �jC ��� � ����	������ ��� ��� � � �4��� ����� ����!,T � � ����� ���0��������� ����� ��� �
��� �D� ��� �$.�� 	 ���;S ����� ����� �8� ��� � 	���� ��� � ����� ����� � �

ti
0 ������� � 	�� ���� �=�6� � ���$�����D�����1-,����� �f' ��� ������	���. � � � � ���=1 !/T �

� ��� �����D�(� ����� ��� U���� � � ��� �����/.�� 	���� ��� � ����� ���D�H� ��� ������� �K� ���z� ������� � � ���z� ��� � �2.�� �NU �;� �����K�H� ��� ���7�e�{� � �*� ����������!
? ����� ��� � ����� �����H� ��� � ������� ��� �����,� 	 ���/������� ��� �2.]�(��� � � ��� � � �7� ��� �$. 	 ���;S������ ������� � ��� � 	�������� � ������� ��� � �

�����2� � ��� ��� �����=�$U !eT ��C ����� ������� ��� ����������������� ��������������� � � 	 ��� ��	 ���;S��LK�� ����� !

�81�� 1�� � ������� � �$� � � 
 
 � �
LPO + L•M

� 1
W �����0� ��� ��� ���7-,���6T�W�� � � � � �4-�� ����� ' � � � ��� 	��2.�� ����������� 	 ���2� � ���������7������� � � ������� ��� ���������������������DC ��� � ������� �

� � �#�$�"� �!�j%:9 � � ��� ��� �a-,��� ����� �2S � ��# � ���Y� � ��. . � � � ����� � � ����� � ����� � 	����hT<W�� ��� ���(� ��� � ��� �h����� -,����� �f'
����� ��� 	���. � ��������� 	 ����� � ������� �h� � � �;�X��� ��� ��� ���(�(#�� � � � ������� �����5��� �ZW ��� ����� ���0J ������ � ����� ��� ��� �����

�
� � ��� �(�(��� �

	�����? !	T ����� ��� � � �6��! '*) ! � ��� � ����) T �3A5:-+�-,����� ��� �X����� ����� � � �2�����"������� ��� ����������� �Vg���� � �� ��� ����� ������� ����� �
+ !jF �����/��� �/%&? !eP ��\���� � �KT !/Q���� �_�&���8S����R) F�PBQR@ 9 + � �K-,��� ����	 ����� ��� �	������� �!� !

( 46��4Z.'.'0/. & 0 2(%'1���0H� *+46" 3#%'�#0H1��
�nP�� �#%O��%7�[� a�* � ( & * ���
� ��� �3p M 	&surjv���p=m2pNxux � xfv � �Dv :�s`w Hzm�v w 0 �RW ��� ����������J ������ ������� ��� ��� ���

�
0 WGJ � 1�1��Z��� � � ��� ��� �K��� ����� � ��� ��� � � ���1'

	 ���2.��7� ���
9 !�� �
������� ������� � ���<�H�6JAHcp,Hzw

S = {s0, s1, . . . , sk}
-,��� � ����� � ��� ������� ���6����� � �z� . � � ���!� ���	� !

;�!�� ��� ����� ��� ����� �{� �Ym�v :�s`w Hzm�v w
Π = {π1, . . . , πm}

� ���{� ��� ������� � ������ ��� ��%
πm

� � � ��������� �����2.�
$' �
� '�� � � � �
� ��� �8��� ������� � ������ ��� ��� � ��� ��������� ��� � �Z��� �z� ����	������ ���

{0,1}
!

>�!�T!� ���_� ��� ����U ��� ���� ��	����`-,���
<l �2���

W = {0,1}∗
�
ε <l y

% �
(x) <l ) (y)

% %
(x) <l % (y)

��� ������� ����� � ������� �

x <l y
!

C !�� ��� C ����� �������
com

�����5. � � � � ����� � ������M_n,NFN6p=r	��v w -���� � ����� �
[
�� !"5"

(π′ =
%
(π), s′)]

%
[
( ��0/�

(π′ =
p(π), s′)]

%
[
02�T46�#" 3

(π, s′, s′′)]
%
[ � �Z� � � � � (s′, s′′)]

%
[ � �[� � ���� (s′, s′′)]

%
[
� �!�

]
!

�nP�� �#%O��%7�[� a Q � F �[� � 2[ !�T4R��%7�[�����
� ����M_nNr � :=l(m�p,H*s nNr �H� �����"WGJ �

M
��� �B����� 	 �������

(s, F )
���

s ∈ S
� � ����� . � � � � �

F
� � �X����� �Z�/��� � � ��� �������

� �
Π

����� �
W

!
[u1, . . . , um]

� ��	��2. � ����� � ����C ��� � ������� -���� ������� ����
ui

�
πi

� �
{πi ← a}[u1, . . . , um]

����	��2. � ��� ���
[u1, . . . , ui−1, a, ui+1, . . . , um]

!
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�nP�� �#%O��%7�[� *�� ���PHK 46����%��  !0J�#0/1 ( & *+1����
Q���� �

M
�����1WGJ � !HT �{C ����� ������� 	 ������������� �1� ���2. � ����� �;-,��� � � ���

: N × S ×Wm 7→ W
%j��������� � ����.��2��� � � �D�$�

������� ����� �
M

. � ��� �K� �����/.0�����	� ����� � ����
�
� ��	��2. � ������.���	���� ����	�� � � � ��� ��� ��$� ����� !

� � � ���
(0, s, F )

� � � �����E�(. ����� !
� Q��

com(s) =
�� !"5"

(π′ =
%
(π), s′)

������� � �	� ���
(t + 1, s, F ) =

�	� ���
(t, s′, {π′ ←

%
(π)}F )

0z�{� � ��� ���X� � ���
,/#�� ����%

π
� ��	��2. � ����� � ��� � ��� �����&�E�(� �������� � ���-1 !

� Q��
com(s) =

( ��0/�
(π′ = p(π), s′)]

% ������� � �	� ���
(t + 1, s, F ) =

�	� ���
(t, s′, {π′ ← p(π)}F )

���
p(ε) = ε� �

p(
%
(x)) = x

!
� Q��

com(s) =
02�T46�#" 3

(π, s′, s′′)
��� ��� � � � ���

(t + 1, s, F ) =
�	� ���

(t, r, F )
% ���

r = s′
���

π = 0(w)
� �

r = s′′
���

π = 1(w)
!

� Q��
com(s) = � �Z� � min(s

′, s′′)������� � �	� ���
(t + 1, s, F ) = min<l(

�	� ���
(t, s′, F ),

�	� ���
(t, s′′, F ))

!
� Q��

com(s) = � �Z� � ���� (s′, s′′)������� � �	� ���
(t + 1, s, F ) = max<l(

� � ���
(t, s′, F ),

�	� ���
(t, s′′, F ))

!
� Q��

com(s) =
� �!� ��� ��� � �	� ���

(t + 1, s, F ) = F (

 '����!'��

)
!

�nP�� �#%O��%7�[� * )�� F 46.'"5 !. ���
Q���� �

T
������C ����� �������6� �

N
����� �

N
!=T �0WGJ �

M
M_pNxCM l(xfv

f : Wk →W
v r HcvANKoew

T
��� 	 ����� � ��� �

(w1, . . . , wk) ∈
Wk %����
�/�

� � ���
(T (

k
max
i=1
|wi|),

�!� � �	�
, [w1, . . . , wk, ε, . . . , ε]) = f(w1, . . . , wk)

W 3#P/�Z�T-/KY0 V�% � + � F 3!46�#�!��4 � � ��� � �B0/�f0H� � � � �&�," �,KY0H^[0H� �
1981

� F � � * ) � ���
� n=s6H

f : W → W � f
v�w2H3M_pNxCM l(xfp ��xfv"v�r v w*o/p M_vKo$n=x �Nr � N�s p=x@w_s�vAH�w v�l(x;vAN�v�r=HGw s!sux:vPO�s`w Hcv�l(rAv �� � � l(s M_pNxCM l(xfv

f
v�r�H v NKoew�o$n=x �Nr � N�s p=x �

��%'K  !.74R��%7�[� �!0/1�( & * 1 L 4R� �#0/1 1_^,1���-/KY0/1 �!0`�TP/P/"$�T%O�& ��T0 �
T � � �;�X����� � � ��� ��� �GC ��� � �D� �D� �����;#�� � ����#���� ����� � ��� ��� � ��	�� ��� ��� � � �����������D� ��� �2#������� 	 ����� ��� �����������A� � �	� ���

� � ���
��� ��� ��� �RC ���2� ��� �����5����� ��#��� �7� ����. .������ �2������!

� 0/KYK 0 V�a � � 0/KYK 0 ( .7 2 46�#� ( .'45^ ���
� n=s6H

f : W → W
l(rAv���n=r4M Hzs n=r M_pNxCM l(xfp ��xfv�o/pNmEl(rAv�� � �

M
v r�H v N�oAw

T � ��p���nNr MAH*s nNr f ′ w l(sutNpNrIHcvhv�w H
M_pNxCM l(xfp ��xfv�o/pNmBl(rEw �Ow H��AN�v���vBmPJPJ2M m s6Hzl(m�v � l(sH v m N�surjv�o/pNm � � � vAH�p�� N6v H�l(rAv � l/pOw s �csur=H v m*oAm�J Hcp,H*s nNr 	

f ′ : N×W → W

(n, w) 7→ f(w)
w s

n > T (|w|)
(n, w) 7→ ⊥

w surAnNr

�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �T ���2S�� �2#8� �0� ����. . � � � ��������� 	 ����� ������� �X��� �4� ��� ��� � � �2��� ���8��� �
C = {0,1,

1
, �, ε}

⋃

S
���

S
��� ���*� ������� ����� �4� � �

. � � � �!� �
M

!�T ��� �2S,��� ��� � �:� ��C ����� � � ����� � ��� � � � " �
,
� � � -,��������� ��� � 	 ���/����� �!�

min<l , max<l

% � � ���4-,�������;�X�����
��������#��������������� �Z.8� ��� ���`-,���7� ����W�J � � ���  ′ !$T � ���2#��������� ����. . � � � ������� ����� � � � � �Z��� � ��� � ��� �

� " �
(ε, w) → ε

� � �
(ε, w) → w� " �

(w, ε) → ε
� � �

(w, ε) → w� " �
(0(w),1(w′)) → 0(w)

��� �
(0(w),1(w′)) → 1(w′)� " �

(1(w),0(w′)) → 0(w′)
� � �

(1(w),0(w′)) → 1(w)� " �
(i(w), i(w′)) → i(

� " �
(w, w′))

��� �
(i(w), i(w′)) → i(

� � �
(w, w′))

� ��� �
i ∈ {0,1}

!/� �
�
[
� " �

] = min<l

���
[
� � �

] = max<l

!

9 ! � � ��� ( 1 (t), s, π1, . . . , πm)→ � � ��� (t, s′, π1, . . . , πj−1,
%
(πk), πj+1, . . . , πm)���

com(s) =
�� !"5"

(πj =
%
(πk), s′)

%

;�! � � ��� ( 1 (t), s, π1, . . . ,
%
(π′

j), . . . , πm)→ � � ��� (t, s′, π1, . . . , π
′
j , . . . ,

%
(π′

j), . . . , πm)���
com(s) =

( �T0/�
(πk = p(πj), s

′)
%
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>�! � � ��� ( 1 (t), s, π1, . . . , πj−1,
%
(πj), πj+1, . . . , πm)→ � � ��� (t, r, π1, . . . , πm)���

com(s) =
0 ��4Z�!" 3

(πj , s
′, s′′)

���
r = s′

� �,%
= 0

� �
r = s′′

����%
= 1

%

C ! � � ��� ( 1 (t), s, π1, . . . , πm)→
� " �

( �
� ���

(t, s′, π1, . . . , πm), �
� ���

(t, s′′, π1, . . . , πm))���
com(s) = � �[� � � � � (s′, s′′)

:�! � � ��� ( 1 (t), s, π1, . . . , πm)→
� � �

( �
� ���

(t, s′, π1, . . . , πm), �
� ���

(t, s′′, π1, . . . , πm))���
com(s) = � �[� � ���� (s′, s′′)

=�! � � ��� ( 1 (t), s, π1, . . . , πm)→ πm���
com(s) =

� �!�
+ ��������� 	��2. ��.8���������

{
� " �

,
��� �
} ≺F � � ���&%�� � � ��#��� � �	C ��� ���$.�� � �,G���� ��T�W�� 	���� � ��-,��� �z� ����� ������B0 � � 	����8� � ���

��� ��/����� �21��(.������ G�� !$T � �2S�� �2#8� �����(� � � ���6-�� ����� ' � � � ��� 	��2.�� ��������� �2����� ��� �����
LεM = 1 L0M(X) = X + 1 L

� " �
M(W, W ′) = max(W, W ′)

L�M = 1 L1M(X) = X + 1 L
� � �

M(W, W ′) = max(W, W ′)
L
1
M(X) = X + 1

∀s ∈ S, LsM = 1 L �
� ���

M(T, S, Π1, . . . , Πm) = max{Π1, . . . , Πm}+ T + S
b � ��� � ��� ��� 	��f� �@-,��� ��. � � � � � ����C ����� � � ���  ′ �$. ������� 	 ���  ′(n, w)→ � � ��� (n,

��� � �	�
, w, ε, . . . , ε)

!]b ����� � �����2.�� �
����� ��-����

f ′ = [  ′] !=F � ����� �2#�����!�(.������ G�� 	 ����T<W�� ��� 	���������� � � � ��� ≺F  ′ ��� ������� ���$����� ����-,�������f' ��� ����� 	���. � � �������
L  ′M(N, X) = N + X + 1

!

� 0/KYK 0 V!* �
� n=s v�r=H

w ∈W
vAH

P
l(r7o/nNx �Nr �,N�v �@xfp ��nNr MAH*s nNr

w ∈W 7→ P (|w|)
v�w H�M_p=xCM�l(x;p�� xfvGo$p=m�l(r{w �Ow H��AN�v ��vDm�J2J2M�m s6H*l(m2v

Hcv�m N1surAp=rIHHo/pNm � � � vAH�p�� N6v H H p=rIHGl(rjv � l/pOw s �csurIHcv m*oAm�J H p Hzs n=r �
�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �g ��� � 	 ���;S��LK�� ��	 �8� ��I � ��� �����������;.�	���������� � ��������������� ���V� � � � � � � � � � � !

� � �
(�, y) → y

� � � �
(�, y) → �� � �

(
1
(x), y) →

1
(
� � �

(x, y))
� � � �

(
1
(x), y) →

� � �
(y,

� � � �
(x, y))

F ��� �2#������� ����� � ���_� �����$.�� � 	�����T<W�� � ����� ����	��2. ��.]� ������� � � �
≺F

� � � � !8i ��� � ���(� � ������� � ����-,�������f' ��� ����� 	���. � � ���������
L
� � �

M(X, Y ) = X + Y

L
� � � �

M(X, Y ) = X × Y

? �7�1I8� ��%���� � ������� �B�H� ��� �����2� ��	 � � ��I���� � �����������f.��4���*� ���;���4��� ����C ��� � �������
��" � � (ε)→ 0

��" � � ( % (x)) → S(
��" � � (x))

�Kv N�pNm�� l/v
	
T �5-,�������f' ��� ����� 	���. � � ������� �H� ��� 	 ���;S��LK�� � � � �����(C ���/� � ����� ���
�2. � ��� ���`-,����!<FD� ��� �B�V� ��� � �����D����� 	�����	�� �f.��2.
����� �������2#8-,���1� ���0-,������� ' ����� ��� 	���. � �����������8%����f.��1� ��� � ��� ��� �1� ��� � ������� � �����������;.���!�F � 	 �������7� � �,��� � � �4�(.���������	�	A.
���
	 � �
	��;��� ���E�(.�� ����� ��� 'c� ��� ��������!

W 3#P/�Z�T-/KY0 V Q �
q�rjv ��n=r4M Hzs n=r M_pNxCM l(xfp ��xfv5v r H v NKoewDo$n=x �Nr � N�s p=x�o/pNm6l(rAv �� � v w H M�p=xCM l(xfp�� xfv7o$p=m�l(r w �Ow2H�� N6v ��v�mPJPJ2M m s6Hzl(m�v
� l(sH v m N�surjv�o/pNm � � � vAH�p�� N6v H�l(rjv � l/pOw s �csurIHcv m*oAm�J H p Hzs n=r �
�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �F �������(.����������B� � ��� �8�1� � � >H? � � >5@�!

g ��� � �YC ����� ������� � � ������� �!� ��� �V� ����� �������������=����� 	����{����� WGJ � ��� ���8��	 � 	 ���;S �IK�� �����z%�� ��� ��	����"���
�2S�� �2#8� �4��� �2.8.�� � � �2��� �0-,��� ������� � ����	 ����T�W�� ��� ���(� � �������B-�� ����� ' � � � ��� 	��2.�� ��������� !
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F ���6� � ��� �z� � �&��% 	 ����� ����� 	 ���fS��LK���� � ���B-,�������f' ��� ����� 	���. � � ������� ��� ��� �Z.8� ��� ���`-,��� ��� � ���(C ���/����� ��!�i ��C ��� �8%
��� 	 � � � �=��� � � � � � ����-,�����!-���� � �

t
��� �!��� � ������� ������� ������� ��� ��� � � ��	���.������ � ��� � �*� ��� �������

n
���������������R0 �=� ��� �Z'c�N'c� � � �

� 	����������7� �
0

� �
S
1�� �

P
��� 	 ���;S��LK�� �*0 ��� ��� �ZS � �2# � ��� � ��. .������ �2������� � ������� ������� �21�% ��� �

n = |t| = LtM
� �

P (n) = |P (t)| = LP (t)M
!&��� 	 �������K-,��� ��� ��� ��� � �=�������;�$� ��� � 	����:����� ����� ��� �`� ����� � ���G-���� 	 ����� � ��� � ��C ����� �������

� �
Nm ����� �

N
��� �Z.8� ��� ���`-����KC ��������� �������B-�� ����� ' � � � ��� 	��2.�� ��������� !

i �3C ��� �8% � ��� ����	�� ��	�� �;. �2. 	 �8� �8%��"� ��� � ����� % ��� �.��$.�� ��� ��� ���K� ��� �;� 	 ��� � �1-,����� �2S � ��# � ����� ���������`�(.�� ��� � ���
� ��� �����B� ��� � ������� ��!

+��M�TKY46��%'�(� d�� �
� n=s6H&N�pNsural(r w �Ow H � N�v ��v{m�J2JPM m s6H*l(m2v � � s<o/nNl(m H n=l&wXxfv�wFHcv m N6v�w M_nNr/w Hzm lIM H v l(m_w

t, t1, . . . , tn
H v x w � l/v

t
w nNs6HKx;p

��nNm N�v1rAn=m N6p=xfv���v
���

���
(t1, . . . , tn)

nNr p
|t| = f(|t1|, . . . , |tn|)

p=xfnNm_w�sux	vPO�s`w2HcvXl(r3w �Ow H � N�v ��v�m�J2JPM m s6H*l(m2v � l(s
M_pNxCM l(xfvXxfp N � N6v ��nNr MAH*s nNr vAH � l(s:p �,N�vAH

f
M_n,NFN6v � l/pOw s �csurIHcv�m*ojm�J H p Hzs n=r �

F �4C ��� � 	�� ���/� � ��� � �����
��� �2.���I � ��� ��� ��� � ��� 	���� � �=�(U ��� � � ���(U ��.������ � ��� � � !e^ ��C � ������%e^ !AQ�� �,} ��� � �����('
� ���  � �4P !e+������ ��7) ^ �=C'A5A(%e+0QRcBc/%e^ �=C'c5;-+ �2��� ������C ����� ��������� �Z> ���('RQ��;\��Bb � � � ����������

�
!(i � � @ ���8% � ��� ���������`�(#�� ��� �

�����DC ����� ���������4� ��� � ��� � ����� ���1�$� ��.��2��� � � ����� �0� ��� �$.�� 	�������� � ����� ���6� ������� � �2.���� � �7� ��� ��� ��� �0-,��� ������������� ��	��f�$'
��� �8��� � 	�� ��	�� �f.��2. � ������.�� ��� ����� ����� � �4-���� �*� ����� ��. � �����4� � � ����� ������� ������������� � � ����	 �������������X� ��� ���8� 	��D��� ������� �����
��U 	 ������� ����������!Ni � 	 ��������������� ���8% �����	C ����� � � ����� ��� � ����	 ����������������� � ��.���� I���� � ����������������� � ��v�rBoAxfp M�v %��=� ��� �Z'c�N'c� � � ���������
� ����� �D� � � ��� � �H� ����� �������4� �����5�6. � ��� � � ��� � ����� �0��� �*� � U(.������������ !<� � 	 �8� �B� ������% 	�������U �8��	�� ��% ����������� 	���� ���
����� �!��� 	�� ���� ���1� �#�6-,������� � ��� �������/� � ��� � ��������� �������
	�� � ��� � ����� ����� ����� ��� ��� � �2.8� ������������� ����� 	 ������� � ��� � ��� ���
�6. � ����� ��� ��� � ���e� ����	 � � � ���{�(. �/� ��!(F �K-,����� � � ��U�����I � � � ����� ��� �2.���� ��� ��� �G������� �*� ��	 ���`-,���K� � � ��� �(� ���G� ������� � �

��������NS�.�� �2��� ����� ��� ��� � ��� ��U(. ��� ��.�� �2���G� � �:� ��� ���������:����� � ����� ��� ����� ��� � ��<��G-,��� � � ���(� � ���]d������ � ��	���� ����� .8� ���
�6� ����\����������6. � ������� �������
�=������� ���Z.�����!

� ����� ��������������� �=�(U�-,������� ' ����� ��� 	���. � ������������!�Q��A�����DC ��� � ������� ��� ��> ���('RQ��f\���b ������� ����� ��e%���� � ����� ���D�(� �2. �Z��� � ���
��� ���������K� �����$.�� 	���� ��� � ����� ���D����� ��� ����.�� ��!,i ��� ����� ��� ����� �������������=��� � 	�������� �2S � ��# � �D� � �2.8.������ �2��� �K-,��� ���$�����
����� -�� ����� ' � � � ��� 	��2.�� ��������� � ��� �$.���	���� ��� � ��� �����3� ��� ��� ����.�� � % ��� � � �2' �=' ��� � �Y� 	 �8� � � � ��� � ��	���#��{�����3-,����� �f'
����� ��� 	���. � ���������5������� �z� �����#8�����

(max, +)
!e� � �=� ��� �	9R��� � � � ��� � ��� ����� � ����� ���0� �B-,����� �f' � � ������	��2.�� � � � ������-���� �6. �2.

. ���/� �;.�� 	����4J !<+�� ����� �8) +K� �Bc5;-+ � �B-,��� 	 ���2� ���X� �����1� ��� ���������7����� �=� � ��� ����� ��� �2.������ � �������h�����0C ��� � ������� �
> ���('RQ��f\��Xb ������� ����� �� ��� � ����� ��� �1-�� ����� ' � � � ��� 	��2.�� ����������� ��� 	��;��� ��� ������� ��� ���ZS � �2#8��� �K� � �RS�	 � � �����6� � ���
C ��� � � !/^ �=C � ����� !

� � ��� ��� � ������.���I �<� � � �:C ��� � � � �@-��<� ����� ������� 	 � � �2'*I���� �!����� 	���� ��� 	 ����� ������� ������� ������-�� ����� ' � � � ��� 	��2.�� ������������!_i �
�A@ � �]% � � ��� � ���/�(. � �`���=��������� � � ������� ������� �ZS � �2# � ��� � ��. . � � � ������� ���(� � �@����� � � ������	��2.�� � � � ����	 ���fS��������������!� ����� � � �
-,�������f' ��� ����� 	���. � � ������� � � ����� 	 � ���Z' I ��� � �2�(> � �=�6� ��� ��� �C@A.������ �����G� ��� � � ������	��2.�� � � � ����� 	 ������I � ���K�$.�� �`������� � � 0 ���
	 � � � ����� ���1� ������	 ����������� � � � -,��� �<� ���(� � � �=��� ����������� ��� 	���. � ���������{� ����� ���(� � �������7-,�������f' ��� ����� 	���. � � �������41 !

| ���/� ������� � �B� �(� � � ��� � � ����� �2�$������� 	���� ����� ������� �"����� ������� ��� ��� �X����� ��	�	�� � � ��� 	 ��� � �;����� 	 �����1. �2�e� � ��� ���
�(. � �`���=������� ��.B� ����-,����� �f' ��� ������	���. � � � � ������!,i � ��� �����7. ���/� ����� �K�(.Z9Z� ��������������� � ����� � � ����� .���!$FD� ��� � ���
� @ ��� �Z��� ���
� � � �2#�� �D-,���BF !$Q !$T ����%(> !(? !$��������� � ��+ !�� !&L ���(' +K� � ��� ��� �������Z.���� ��� �2Q �f\���'ZF ��������KW � ����� ��	����

�
) T<�,L�+ c 9 +

� ��-,����% � ��� ����! '*) !�� ��� � ����%�������� � �������!�(.���������	�	e. ���#�Zg ����� � ����������� 	���� � ��� ������� � � �
�
���{� � � ������������� ��� ��.������=�$U

� �7W � � ��� 0 ����� � ����� � ����	�� ��� ��� �2��� � ����� ��� � � �Z�=9 � �21 !
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T � � ��.������=�$UV� �7W � � ��� ��� ��. ��. � � � ���(�(��� � � 	����0F !e+ !/W ����� � ����� �
1970

!(b ��� ����� � ������� \ � ����� �=�6� ��� ��� ���������2.��
	 ������� �(�(.������ ���K� ��� �2S � ��# � �����$S � �=� �;-,��� ��-,���<� ��� ����� � 	������ �������� � � � ��� � ����� �����8% �����6� � 	���� � U � � 	����B� � �(U
�2. � ��	������ ���.0 ��U�� �;����� ���3��� �2����� ���/1 !Hb � ��� �4� ����� � ����� � � ��� � ��� ����� ���������:� � 	 ��� � ���4� � �(U 	 ������� ��	��2. � ����� ��� � � �
� ��� � ����� ������� ��� �0� ��� 	 �����B��� 	������� �=�6� ����� � � 	�� ��� � � 	���� ��!/i � �*� ��������� � ��������%=9 � � � ��� � � ����� � 	 �����K� �(�(.������ ���
�*� � � � ��������������� � ���*� � � 	���� ��	����������Y� ��� ��� ���h� ����� 	 � � ��� � � � �*� .��2�/���3�(� �2. � � �=� � �hW � � ��� � � 	 ����� � ����� �h� �
�(.������ ������� � �(U 	�� ��	�� �f.��2. ������� �����2� ������������� � � ��� ��������� ��� ���
	��������

�
!

F � � � ��	�� ��� � 	���.������ ��� � ��	��`� � � ��� � � � � ��������������� �0������� �2��� ����� ��.������=�$U6� �0W � � ��� !,T ��� ����� � � � ����� ����� � 	 �����
��� 	��f��	 ����� � � 	������ �2.�� � �=� � ����������m2v_v ��M 	$n=sQM_v ��vAH*m s:rAv H w7� �7� !/? � � ��� � �K� !$i ��	�����\�� 0�) ?Di A5:,+61 !

�  "� � 	���� $ ,��
�nP�� �#%O��%7�[� *�E � & P/1&0/46 �N ���
� �EJ�. � � �=�V���0W ����� �

N
��� ����� ��� � 	���� �

(S, T, F )
���

S
� �

T
����� ��� � �(U ������� �X��� � ��� ����������� 9 ����� � � � �

F
� � �������

� ����� �������5����������� ���2���
S

⋃

T
� ����� �B-,���

F
⋂

(S × S) = F
⋂

(T × T ) = ∅
!

T � ��.��;. � ��� � �����
S

����� � ��	�	 ���;.���ojxfp M_v�w � � � ������� � �� ��	����`-���� � ��� � ����	���.������ �2. � 	������ ��� ����� � ����� ���E� � �����f'
��� 	�������!=T � �	.��;. � ��� � �:� �

T
����� � ��	�	 ���;.���H*m2pNr/w s6Hzs n=r$w�� � ����� ��� � �� ��	����`-,��� � ��� � ����	���.������ �2. � 	 ���:� ��� � ��� � �����������!

F
��� � ���Ym2v xfp Hzs n=r ��v ��n,H��(� �2. � � �=��� ��� ��� � �� ��	����`-,��� � ��� � � ��	��2. � ������.�� 	����D� � ��,e#�� ��� � ��� � ��� ����� 	������ � � ���

����� ��� ��� � � ��������� ��� ��� � ����� � � ��� ������� ��������� � � ����� 	�����������!$T ����.��f.8����� � ��� �
S

⋃

T
%&-,�����/� � � ��� ��� � 	���� �;� 	 ��� � ��� �
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 (0,S(y)) → 1 :  (S(y), y)
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� ��� � � � �<C ����� � � ����� ��	�	 ���;.�� � ��� ��	�	 ������� ��� � % ������� � � � ������	 ���@� � � � ��� �8��� ��� � � ��� ��$� ��� � ��!]+ ����� �*%N����� � �*� ��U � � 	����
� �f'c� ��� �Z� � %������ ���

11
����	��2. � ��� ��������� � � �-G �����H� ��	�	 ����� � �f.����� �
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�������{-,��� ����� � ��� 	$��������� � ����� � ����� � ��� ��.���� � �2.R0 �����

��	��2# �����
��	�	 ���
1
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� �����,? ! 9 � T ���K� � �(UEQ��f\���'ZF ��������BM�� ��	������(���2S�� �2#8� �0.��2�/���f.�!

	�����I���� ����	�	����;-,�$.��0���������������=� � � ��� ��� 	 � ��� 	������ ����� ����� ����������� ��	�	 ���
1
1 !/F ��	 ���e����� �8%����������`�(.�� ��� ����� ��� �

������� ���-G �����0�H� ��	�	 ����� ��� ��� ����������� ��� ��� �K�����;-,���8����� ���2����� � ��C ����� � � ����� ��� ����� �2��� ����� � ����� ��� �0� ��� � ��� ������� � �
	 ���������K� ��� � � � ����� ������� � �DC ��� ����� � ��� ��!

?������ �*� � U��8� 	�� � ��� 'c� � ���2���8% ����� � ���,G���� � � �!��������� ����� ��C ���2�6.����	� ��� ��	�	 �����
1
���

2
����� � ��� �;� 	 ��� � ��-������ ���_� � �

0 	/������-,��� � � �<� S �1-,��� ����� ��� ��� �0C ��� � �������41 !$i ������� 	 � ������� ��� ��� �4I ��� ������	���.������ �2.���� 	������*� � U 	���� ���������
{1 + 2}ω

!
W ����� � � ��� � ���-G �����X�H� ��	�	 ����� % ��� 	 �8� � 	���� � � �B��� ����� � ��� ������� � ��� �Z��� ��� � � ������

�
������� ��� �2�$. 	 ��� �����-,e#�� ��� �

	������ .����:������� ������Q��f\���'ZF ���������M�� ��	�����!,F � ����	 � ���GI � ��� ��������� ��������� !,Q ��� � ��U ��� � ����������� �������������A-,���z%�� � 	��;���8%
� ��� 	 ��� � �K��������������� �2.7� �4�(. � � ������� ����������0Rs v7� � ↓

−→
1 ��� ��� � ����� ���,G����0�H� ��	�	 ����� ����	 ������� ��� � 	 ����I ��� ����U(.�� � �2.��

	���� � � 	�� ���� ���1� ��!Ai � � @ ���8% ����� ��U(. ��� � � ��� ��� ���������� ��� �0����� � �!����� �2.{� ���(. � � ������� �����������2�������
� ����� ���4��� �����
� ��� ����������%�� �7-,��� � � � �;� 	 � �����f��� � 0 �z� ���_� � �D.�� ��� ���������VC ���e�(./1 !

+ �������z% � �@����� � � ����-���� � ���-G ���B�H� ��	�	 ����� � �!������� ��� ��U ��� � �B��� � � � ��� 	 ��� � ��� �K����� � ��� ��� ��.�� �1�(.���������� � ��������%
��� 	 � � � ���5�$.8�(����� �B-�������� 	�� ���� ���1� � ������� � ���������=9 ����� ��!

W ����� �*� ��U � � 	���� 	��2. ��.]� ��� �8% � � ��-,��� � ���-G �����������{� � ���5C �������
12∗

0 ��� � � �B�E� ��������� ��	�	 ���
1

� � 	��;����� �8��� �
��	�	 �����

2
1 ����� ������� �G�������j-������ �B� �  2

�  2
� ��� � �=�{� ��� ���G�����K�$.�� � ����� ������� ��!,� � 	 �8� ��� ����� � ��� � �`�(.�� ����� � �(U

����� �
� Q���� � ��� � ���,G������ ����� � ��� �G������� �!����� �2.D��� ��	�	 �����

1
���/-,����� ����� ��� � U ��� ���D������� � ��� ������� � ��� ��� ��.0��� ↓

−→
�Z���

 2
!

� Q�� ������%�� �AS��B���{� ��� ��� ��� 	������������(�e-���������� � ���,G���� ��� ����� ������� � 	��;����-,���K� � � ��	�	 �����
2

� ��� � ��� ������� �
�;�����
�6� � �$U ������-,��� ����������������� ������� � � ��� � � 	�� ���K-,��� � ����	 ��������� � � ����� � � ��� � �(U5��������������� �2.X��� ↓

−→
!

? �����
� ����-����
� � �-G ���Y�H� ��	�	 ����� � ��� ��� � ����� ������� ����� ��� � �����V�����
��������� �2.3���E�$.�� � ����� ������� � � % � � ����	 � ���
� ����� 	 ����� ����� ����	 ���/� � ���X������� � ����� � � �-G ���D� ����.8�(� � ������� � ��� ��� �7�(�
�2S�� �2#8� �D� ����. .������ �2������!,? ����� �����2S � ��# � �
�����2� �����������N9 ����� ��!

b � ��� ��������� \XC ��� ������� � � ����� � �2��� � �B��� �=� � ��� � � ��� �6L���� ����0 �=������� ����� �Z���������D����� �������������P1D-,��� ��� � �������-G��
�����0� ��� �0�(. � � � � ��� �0����� � ���-G ���6�H� ��	�	 ����� �;.� ������!Ab � � � � �=� ����� 	 ��� ���f����������������� ��������������� ��� ����� �����1� �1L���� ���
-,��� � ��� �������,G�� � � ������� ���(. � � � � ��� ������� � ���,G������ ��� ����� ��� � ��� ����� ��� ��������� ��� ��� ��.7� � ↓

−→
0 � ��� ��� ������� ������� �������

��� �G��� 	 � � 	��;�����(.�������� � ��� ����� 	���� ����#��!� �C> � ��� �-1 !,g � � � ��� ���/� �8�(U ��� ����� � ��� �:� �KL���� ������� � ����������������� � �����6I � �
������ ��������DC ��� � ���
����	������ 	 ���;S������ ����� !

F !/Q !/T ����� � ��� ! ��� � �=��� � � 	���������.4-,����� �8�����6. � ���(� ����� � �A@ ��� � � ��� � ��� ���#�$�"� �!�,' ����� 	��;# � ��!
T � 	���������� 	���� ����� ������.���� �����"��� � ��� ��� �6. �����&��� ��� �V� � ��� �2����� � �h-,��� �����V�(.���������� � ����������� � � � ����� ��� � ���

�H� �=�����/� ��������� � ��� � � � 	 ������� �������2� ��������� ���5�����1����� �e� ��� ��������� ������� ��!(+ ����� � ��� �2S�� �2#8� �4��� �2.8.�� � � �2��� ���2����� ��� �
�2�(> �K�XC ��� � �4.�� �������������XQ��;\���'ZF ��������0W � � ����� 	�� ���
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1
!

i � ��� ��� ��% � ��� � �G�6. � ���(� � �#�� �!� ��� � � � ��	�	 ������� �GC ����� ��������� �;�X��� �;-,�$. ��!]+ �������z% 	 ����� 	�� ��������� ��� � �������������������
�(�
� ��� � ��	��`� � 0 ���8% 	���� � U������ � ������%A� � ��� 	��;��	���� �D����� ��� ���� � � �$� ��� �2? � ����� ��� 	 ����� ��.�������
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�(. � � �,G���� ����� � ����� ���3� � ��� ��� � ������$� ��� � � ���3-,��� � �=�6#����h� �YC ��d ��� ��� �2.�� ��� � ��� ���
��� 	�� �����;# � �h� � ��C ��� � ������� �
> ���('RQ��f\��7b ��� � ����� �����1 !/� ��� � ��� 	���� ����� ��� ��� ��� � ��� ������� � ��.��2. �=9 ��� ��.�� �=�
������ �����	 ����� 	��;���K��� � ���1� �(� � �2.�%
� ��� � ��� �2. � ����� �;-,����� �������e�(����!(b � � � � ��� � �8\�C ��� ��� �4� ����������-��<� ��� 	 � � � 	�� ���� ���1� ��� � ������� ���� � � �$� � � ����� � ��� � �
��U�� ������� ���80 � ����� �=�
	�� � UV��� �����2S � ��# � �7� � �2.8.������ �2��� ��	��f� � � ����	�� �`-,�$./1 !
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? �D�6I � ��%���� ��U � � 	������ ���6� � �*� �������� � ���$� �D��� i!� � ���;� �F) i!���_c5c,+ %,����� � ��� � ����� � ����������� ����	 � � � ��������� �8� ��� �
�2��� ����� 	�� ��	����;. ��.���� � ��� ����� � � � ��� �������<% �X� � � ��� �5�H� ����� 	����8������������� U � 	 ������-,������� �����2� ��������� ��� ����� ���(.���� � �2.��
	���� � �BQ��;\�� 'RF ��������4W � ����� ��	�����!

��& � �
(x,0) → x��& � �
(x, y) →

"  x < y� ) � � ��& � �
(y − x, x)� � ��� ��& � �
(x− y, y)

x− 0 → x
S(x)− S(y) → x− y
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T � 	�� �����;# � ���$� Q��;\�� 'RF ��������XW ��������� 	�������� �4� � ���������� ��� � �6-,����������� ����������������� � �������=��� � �K� ��C ��d������ �2# �
������������!:T � �����2� ������������� 	���� ��� ��������� � � � � ��� �����V� �
� �� ���_� ��� � � ��� ���������1� �5C ��d ��� 	��;���������� ����� � �{� ���2����� � �
��� 	 � � 	��;��� � �"-,��� � � 	���������!<W ����� ����C ��������% ��� ���;�X����� � � � ��� 	 �������8����� �X� ���X� ��� ���������B������� 	 � � ��� � 	����
� � � ��.������=�$U � �hW ����� � !�F ����-,����� �������=��������� � � ��	��2. � ������.��
	����"����� 	������ ��% ��� � ��� ��� � � � ��� � ��� ���������h� ��������� �
������� � � � �����X�����7� ��9 ������� ������� ����� 	���������� � ���0C ����� �����������8� ��� �K� ��� �2. � � �=�(U"� �7W ����� � 	 ���2� ���K� � �Z��� ��� � �������
� �C> ����� �2. � � ��-,��� � � 	���������!=� ��������� ��� ���f������� ������� �7�(.Z9Z�4. �2.�C ��� � ��%�� �����A9�� �N9 ��� ��� ��� �A� ��� 	������ � �:-�����	 ���2� ��� ����� �
� � 	������/� � ����� � ��� 	 ��������� ��� ��������� � � � % �`�(.�� ��� � �8\�� ����`-����E������� � � ����� � �Y� ��� ��� � � �=�(U �2��� ��� ����� 	�����U � ��.
�;��	�� ��� � ���7� � � ������������� � ��-,��� ��� 	 � � � ����� � � �=��� ��� � � � �����������8%�	���� ��U �8��	�� ��%$������� ��� � ����� � ����������� 	���� � �e�(��� � � ���
� �0� !�[ ��� � ������%Nb !,M������8� �� � ��^ !�P���� � �������3) [�M4P cH; +*%�� � � 	������ ���!� ���$.�	 ���/������� �D� �Kg�!�+ � � � � ����!�M���������) +�M cBc +
��� ��� �Z��	 ��� ����� 	�������������� 0 ��������	�������U � � 	�������� ���$# � �6� �6��!AW !<Q���� �����4-���� ��.��2�$� �1��� ��� ��� 	�� �����f.8� �����`-,��� ���
����� ��� � �����`-,����� �8� 	�� �NS�.�� ��) Q�� �_c5;-+61 !

T � � ����� U3� � �0� ��� ���������4�
� ����	���� ��� � 	��;� ��K��X-����1� � � �ZS � �2#8��� �4� � ��. . � � � ����� �������6� � ���(9 � �B�H� . ���/� � ��� �
�(< ���YC ��� �0-,��� � �8��� ����� 	 ������� � �����D.��;. � ��� � ��� � � 0 �z� ��U(.�� � ������� �H� ����� ����� ������� � � ���=1 � � �0� � �=��������	 	��f�������f� 	����
-,����� ���f���D�H� ��� �2S � ��# � �Y� �
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��������� ������� � ��������.�� ��� � ����� ������� � � ����� 0 � � �
(S(x), y)→ S(

� � �
(x, y))
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x, y
!

Q���������� �
y
!

0 : ��� x end 0 :
� ���
�

1
1 :

� � �
x end

2 :
" � �

y 1 : ��� x 5
3 : � � � 0 2 :

� � �
x

end 3 :
� �����

1
4 :

" � �
y

5 :
��������� �
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0

y = 0 y 6= 0

end 1

dec y

2

inc x

3jmp 0

x

y

y 6= 01dec y2

3
inc x

inc y′ 4 jmp 0
0

y = 0

5
y′ 6= 06dec y′

7
inc y 8 jmp 5

y′ = 0

end

y′

x

y

lbl

x := copy(y)

lbl′

y

x

lbl

x := dup(y)

lbl′
x

y

� ��� �,?�! C � Q/F�WG> �K� �
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���
dup
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x := copy(y) x := dup(y)
0 : ��� y end 0 : ��� y 5
1 :

� � �
y 1 :

� � �
y

2 :
" � �

x 2 :
" ���

x
3 : � � � 0 3 :

" ���
y′

end 4 : � � � 0
5 : ��� y′ end
6 :

� � �
y′

7 :
" � �

y
8 : � � � 5

end
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Q��
a ≥ b

��� ��� � ��& � �
(a, b) =

��& � �
(a− b, b)

!/Q��������<% ��& � �
(a, b) =

��& � �
(b− a, a)

!
i � ����.���� �

a, b
!

Q���������� �
a
!
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0

b = 0end

b 6= 0

1

a < b a ≥ b

9 2

a = 0 a 6= 0

dec a

dec b

inc tmp

14

b 6= 0

dec b

inc a

b = 0

15

t 6= 0

dec tmp

inc b
t = 0

jmp 0

b 6= 0

dec b

dec a

inc tmp

b = 0

7

t 6= 0

dec tmp

inc b

t = 0

jmp 0

a

b

tmp
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0 : ��� b end
1 : if a < b � � � 9
2 : ��� b 7
3 :

� � �
b

4 :
� � �

a
5 :

" ���
tmp

6 : � � � 2
7 : b := copy(tmp)
8 : � � � 0
9 : ��� a 14

10 :
� � �

a
11 :

� � �
b

12 :
" � �

tmp
13 : � � � 9
14 : a := copy(b)
15 : b := copy(tmp)
16 : � � � 0

end

T ��Q/F�W�> � � � � 	������� �=�6� � ��� �D� ����� �2.�� ��� ��������I? ! :�!eW ��� ���������@� � � �����f������� ��.�% � � ��.��2.�-,�����;-,��� 	 �8�
� �;� 	�� ���/. �� ��	����`-,��� � ��� � 0 ��� � ���������	������B�������B�����"�6I � � � � ������� � � ��� 	��f� � ��� ��� � ����� ������� � � �����21 !	F ��� � �
� �;� 	�� ��� ��� ������� ��� � �=��� ����� � �����Z.]-,��������� �Z��� ��� � ��� 	 ��� � � � ��� � ����������H�(�
�2. � � �=� !

� ��� � ��������� �]% ���Y�(. � ��� �D�����7C ����� � � ���E-,��� 	 ���2� � �0� ����� �����ZC ����� ��� ������.�� ��� ��� � ��� ��� ������� � ���E� ���_-,��������
�(� Q/F�W�> !�+ � � � �*% �*� � U(.������������ �H� ��� 	������� �=�6� ��%�-,��� ����� ��� � 	 ���e� �E����� �Z��� ���V�H� .�� ��� �8% � ����� ����	 ���/� � �V�E�����
�2��� � �B� �4� ���_-�� ���� � %(� �����4�1����� ��U(. ��� � � ���5�(�hQ/F�W�> !

=B=



�nP�� �#%O��%7�[�fQ�8 ��� ��4R�&1 05� KY46� �  #4 2(0/1����
Q���� � ��& � ��� 	������� �=�6� ��!	� � . � � �

s = (
��� �

, σ,
� ���

)
��� ��& � �(.�������� � ���5��� � ���_-,������ !

(
��� �

, σ,
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!
(
�����

, σ,
� ���

)(
��� �

) = 1
!
(
��� �

, σ,
� ���

)(
��� � ′) = 0

��� ��� �
6=
����� ′ !

!
(
��� �

, σ,
� ���

)(x) = σ(x)
!
(
��� �

, σ,
�����

)(stack ��� � ′) = #������� ( � � � ′)(
� ���

)
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� ���
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%&� ������� � �����0C ������������� �=��� ������� ��� � � ��� � ����!�b � �8� ���� ���������0�H� ������������������� ��	���������%(� �C@A.�������� �

� � �*� ����� ����������%$� � ����-,����� ����� � ��� � �$U ��� ��� � � ��������� 	 � ������� ��I � ����� � ��.�� ��!
� ��� 	����������G�(� �2. � � �=� �������������������&� 0 � ������� � ����� ����	 ���/�������<� ������� ����� ���
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1 � � ������� � ���$.�� �Z��� ���������� � ? ! =�!

T � ��	������ � � � ����� ����	 ���/����������� ����� �������=������� ������.��2.���� ��� � ��	 ����� 	��;����� � ������� ��.�!
Q&��� ��� ��������� �=� ��.���������% ��� ����� � � ��� ��� ���2��� � �5-,���
��� �2.8-,������� �5� � ����� ������������� 	��2. ��.]� ��� ��� ��� ��� � 	��f� �

	 ��� � �;������!=i ��-,��� ���4� ����� ���K-,����� � � ����	��2. � ��� �2.������ � ��� 	 � � � 	��f���GI � ��� 	������ � ���/�(. �����;� ��� � ����� ������� ���;� � ����	��������
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T!� ����� ��� ��.�������� � 	�� � � � ��	����G��� � � ����� ������������� �6�6. � ���(� � ��� �B.����`� ��� ��� ��� � ����� ���{�(� ��.������=� 	 � � �X� ������� ����	
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� ����� ��� ��� � ��� �����,��� ��� ��	 ����������8��	 � %=��� 	�� �����;# � ��� �N9 �8��� � ���2-,�����H� ��� � � ����� � ����� ����� ���K�(� �2. � � �=��� �KW ����� �
��� ��� � 	��;����� �����/.�� ���A�6I � � �/.�� � ��� ����� � � ��� ������� ��% ��� ��� � � ��� ����� ���z� ��� ���;S���� �������K�6I � � 	 � ��� ��� 	���� �����2� ���������
F �B-,��� ��� � � �������=� �����Y� ��� ��������� ��� ���;#�� ��� ��� � � ������� ��� � �=��� ��!
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� ������� � � � � �2��� ��������� " � �
� � � � �
� � ������� ��������� �X� �����{����� �2��� ��� �*� �����V� � �z� �=����� �/1 !@i ����� 	 � � ����	���� � � �1�(� Q/F�WG> � ��� � � ��� � � ��� � ��� �
0 ���;��	�� ���/./1 ��. . � � � � �K��� 	�� ���� ���6����� ����� ����	 ���/�������]%��;��� ����� � � ���f� 	���� �e.������ ������	��;����� > ������� 0 � ��������� ����� � � �
���,������� � �P1 !

F � �����
� ����� � �2� � �������<% ��� �����
� �;� 	�� ��� ��� ������� .������ �2����� ����% ���1�6I � �
��� 	�� �����f#8���E� � �����$' � ������������������� ��� ���
��� ��� �RC ���2� � � � ����% ����� � � �2# � ���f� ������� � ���{� � �3-,���hC ��� �VW !�� ��� � ��� � �����
���a�(.�C ����� � � � � � ��� ) � ���6A5c,+ !���� 	 �������
-,��� � � � � � �A@ ��� �������8����� ��	 ��� ���f�������H� ��� � �������B� ������.��2��� � ��� ��� �;� � ������� ��� 0 ��� � � �2' �=' � ��� ���H� .���� �����B��� ������� �����������6� � �
� ������� ������� ��� �7� �����$.�� ��� � �����2�6.]� ����� � ���21 ��� 	�����d���� ������� ����� ��� ����� �������������������KF�[@WG> !
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�e� � ��� �����G� ����� ��������� �:� ���(. � ��� � ��� ����� 	�� ���� ���1� � ���2> ���$'cQ��;\���b ������� ����� ��
�
0 >0Q&b�1 %���� � � �2' �=' � ��� ��-,����������� ������� �

��� 	���������!(? �7� �����f#��������(C ����� ����� ��%������������ ������� � �0-,��� �=� �������4�6. � ��� � ���2��	�	��f.8����� � ����� � ��� ��� � �$.������ ����� � � 	 �����
C ����� � ��� ����������� !=T!� ���/� � � � ����% ��� � � ������� ���(�(� 	��� ������� � �����������;.�� 	����	����� 	�� ���� �=�6� ����>DQ&b !=+K�1�$. �$� �!�(� ������� ���*%
������� ��� � �������X-,����� � � ��.X� �X�6.8����� � ��%e� �����/.�� 	 ��� ��� � ����� ���X� � � � ��� �����������.0 	��;���K����� � ����� � ��� � �/1�� � ������� ���$.�� ���
�=�
� ����� ���(�������������z% ����	������� �=�6� � �<� � � � ����� ��9 ��� ������	��f���K� �4�1.8� ��������!

T � � 	�� ���� ���1� � �!>DQ&b ������. �2. � � � ���(�(��� � � 	���� � !�^ �=C � �����7) ^ �=C'A5A(%�^ �=C'c5;-+j-,��� �7� ��� ����.K-,���K� � ������� 	�����'
�� �=�6� ��� 	 ����� ��� �����:I���� ��. � � � � � ��� � �������	� � � ��������� �*� � ��� ������� ������� �������
	��&% �=� ��� �Z'c�N'c� ������������� ����� �������:� ���6. � ��� � �
�2��	�	��;. � ��� � ��������% ��U 	�������� � ��� � ������� � ��� ��. � � � ����� � � � ���V� � ���1�6. � ������� 0z� ��� 	 ����� ���8��� �21 	���� ������	�� ���� ���6��� ��!
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T �YJ�W�> 0 J � � ����� � �EW � ��� �K> � �216��� �����h� ��� �������Y� � ��� 	 � � ��� � � � � ���f� ������� � ���=� Q/F�WG> � �����V������	��������
�2��	�	��;. � ��� � �������Y-,��� � ��	���.������ ���
��� �1.8� ��������!!T ����J�WG> � ��� � ��� ������� ����������� �E����� ������� � ����	���.������ �2. ���2��� ���
��������J@�! 9 � � ����� ����� �6� �h�$. ����� ������� ���(C ����� ����� ��!!T �������X��� �E� �69 � � �����{������� ��� 	������ �

mem
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� ��� � ����� ����� � �;��� ����� � ��� 	 � � � ����������� � � ���6���6� � � 	 ����� ���8��� ������� �0������� � 	�������� � ��� � �����f����� �0�������V�1.8� ��������!D � ����-�����C �����X-��<� ����������� ������� � � ��� � � � � � � � U&. ��� ��.���% ��� � � �X���59 ������� ��� �6.8����� � ��%��
� ����-,���1C �����B-,��� �����
����� � �2� � ������� " � � ��� ��� U(.������2.���% ��� �����f#����X���{9 � � ���3��� ���{�6. � ��� � ��!jT � � � ��� � �
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� �(� � �e.�!&F ��� � �D� �������;#�� � � ���/� � ������� 	 ����� � ���H� .���� ������� � �!����� ��������:�(� �2. � � �=�6� �KW � � ��� �Z���!��� � � �,% �=� ��� �Z'c�N'c� � � �
�=�5� � ����� �Y�(�
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N = (S, T, F )
� ���3Q/F�WG> !AT �XJ�WG>

N ′ = (S′, T ′, F ′)
��� ��& � ��� �

�(. ����� 	������
� S′ = S

⋃

{mem}
!

� T ′ = T
!

� F ⊂ F ′

i � ���
�=9 ��� � ����� ��� � ���7�������
F ′ ����� ��� ��� �/.�� � ��� ����� ��� 	 ����� � ����� � �

� mem ∈• (
" � �

x)
	 ������� ��� � � � ��� ������� ������� " � �

x
��� ��& � !

� mem ∈ (
� � �

x)•
	 ������� ��� � � � ��� ������� ������� � � �

x
� � ��& � !

� x ∈• (x 6= 0)
���

x ∈ (x 6= 0)•
	 ����������� ����� � ����� � �������

x 6= 0
���

N ′ !

g ��� � ����-,��� � � � ��	�	 ��� � �X� ���{�6. � ��� � � 0Rs v���� 	��������
mem

� ��� � � ��� ����-,����S������ � ����� � ������� 	���� � ��� �21 ��� �
� ��	���.������ �2.����E����� ���2��� ����� � � �$. � ����!
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T �7J�W�> � � �*� ���$� � ������� 0 ����� ������� ��.�� ��� � ����� �����2� ���������/1 � � ��� � ����� �/.4�������������������� @�!<; !

� 0/KYK 0`8 E �� � %'�
.646��%746�������
� n=s v�r=H �

� �
l(rAv�N�p M 	&surjv ��M_n,NKo4Hcv l(m_w vAH

N
w n=r ����� � ��v rAn N � m2v-��v � v H n=r$w�M_nNr=H v r/l ��pNr/w3xfv�w�oAxfp M_v w

tNpNm s p�� xfv�w �
x
�"v H"N JAN�nNsum2v �

mem
��v�w H M_nNr/w H p=rIHGx;nNm_w ��v.H n=l(H v�v�O�J2M l(Hzs n=r ��v

N �
�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �F ����-���� � � ������� � � ��� ����U���� ���8� ��� � � �7�6I � �������X��� �7� ������� ������	�������������� ��� ����.���� � ��� ������������!

i@ ��� ������� � �����]%������ ��� ������� � � ����� � ������� ��-���� ��� ��������	�������� � �������=��� �����
��� � �2.������ ����� ��� � � ��� ��� �

� � � �
x

-,��� �
x

��� ��� ����.���� �
mem

��� ������������!
� " � �

x
-,��� �

x
���
������������� �

mem
��� ��� ����.���!

� x 6= 0
-,��� �

x
��� ��� ����.������ ����� ��� � � ��!

�Kv N�pNm�� l/v
	
i ��C ��� �]%�������Q/F�WG> �#�� ��� �G� �8�(U �RS�	 ����� � � ��� � ����� � ���	-,��� � ��� � �Z.�	�����.�� ��!�?�� ����� 	���� � � � � � ����� ��� �!� � � � ��� ���=�������8%
� ��	���.������ �2.���� 	����������@9 � � ��������������������	���������� � ��� �����������8% ���K�H� �=� � ����	���� ��� � ��	���� � ��� �������������8%�� ��	���.������ ��.���� 	����
� � �G9 ���������4�������4� � ��	������ � �

stack ��� �
!<F ���4� �8�(U��RS�	 � �0����� ��� ������� � � � � ����� ����	 ���/� ��������� � 	 ��� �������8����� ���=� � ���

0 ������	41�� �K� ��� 	���� � 0 � � ���_�L1������ � � � � ������ ���� ��� � 	�� ���� ���1� ���������"� �Z��������!$b ���z%���� 	��������7�1.8� ������� ��� ����� ���PK����
-,��� ����� � ��� ���=�������8% �=� ��� �Z'c�N'c� ����� ���E�1.8� �������6� � � �����2.�� 	���� ��� � ����!<b � ��� � ����#��4C ��� ��� �{����C ��������� �"�1I8� � � ���������
	���� � 0 ���5����� � ��� �

mem
������� ����	��2. � ��������� � ����� � ��������� � ��	 ��� � ��� ��� ���

ret ��� �
1 !e� � 	 ������� ��� ����� ��� � � ��� ���PK������

�*� � � � ���������������h� �B�6.8����� � � ����� � �Z��� ��� 	���� ��% ����� � �Z��� � � � ����!AF � � � ��� � 	�������������� �;#�� � � ��� �K������� � ��� ����	 �������X�{� � �
���������� ���/��� � ��.�� ��� ���fC � �����6� � ��� � ��� � ��	��`� �D-,��� �B� ���������"�H� ������	���� �������"� ��� �$.��F0 � � � ��� ��� � � �������� ���$� �`-,��� 	����
� ��	�	 ������� ��� � ��� ��� �7� � ����� ��� ���B� ��� � ���21�� ��������� � 	������ ���������E� �7�6. � ������� �2��	�	��;. � ����� ������� �2��� ��� � ����!

� � �(. ����� �X� ��� � ��������� �B� � �4� ����-,������ � ����� �����=�(U � � ��� �=�(U -,��� � ��� � ����	 ���/� ��� � �=� �(.8�$� � ��� � ��� ��� � �
�*� � U&. ��� � � ���3�H� ��� 	�� ���� ���6����!/� � � ���_-�� ���� ����� ������� 	������ � � ��� ����	���� ��� ���_� �������@����� � ��� 	��������

0
%j� � �!9 � � �����

������� ����� 	����������K��� ����� �2.���� � �4�������
mem

!A� �h� ���_-,������ ������� 	�������� ��������� 	 ���8��� ������� �����@������� ��� 	������ �
end� �K�����@9 � � �����K��������������	������ ���������
���_� ������������!

�nP�� �#%O��%7�[�fQ(Q �l*+4R� �  #4 2(0H1 %7�!%'��%746 �N 0H� � �!4Z �N ���
� �3� ����-,������

M
��� ��sures6Hzs p=x � � � � ��U ��� � �B����� �2�$��� ��� �2���������

σi
� ����� �X-,���

σi(x) = 0
	 ����� � ����-���� � �������=��� �X-,���

��� ��� � 	���������� � ��� ������� �4�H� ��� ����.������
M(p) =

!
(
��� " �

, σi, [])(p)
	 ����� � ����-,����	������ �

p
� �?@j.�� ��� � �B� �

mem
!

� � � ���_-,������
M

� � � �!rjpNx ����� � � U ��� ���E�������2�$��� ��� �2� � � ���
σf

����� ���Y-����
M(p) =

!
(end, σf , [])(p)
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p
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inc y

jmp 0
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y

mem

� �����(@�! ; � J�WG> �����*� ���$� � ������� !

� 0/KYK 0`8 V �
q�r N6p=m���l/p :�v �!rjpNx�v�w HGl(rjv7s6NKo$pNw�w v �
�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �F ����-���� � � ������� � � ��� �1����� 	������ �����_� ���������0���?@j.�� ��� ���B���

end
	����2� � ������	������������H� ��� � �2.�����!

�  �� � 	������G����� � ��� �V� 	!.7� $ � ����� � 	B � � 
 ��� � 5�G�	� $ ��
� .
�nP�� �#%O��%7�[� ) � � �
Q���� ����� ��& �3������� ��� ��������� � ����	���� ��� � � �

N
� ���3J�WG> !

N
��� �Xw pNr/w1pNxux;n M_p,H*s nNr ��v N JAN�nNsum�v � � � � � U���� ���X�����

� ����� � ��� � �
c

����� ���X-,��� 	 ������� ����-,���7� ����-,������ ����� � �����
Mi

-���� 	��������
c
9 � � �����D����� �

mem
0
Mi(mem) = c

1�� �
	 ����� � � ��-,��� �2.8-,����� � �K� � ����� �:� �=U��;� �����B0 	 ����� ��������������8���21

ω
��� ��� �

Mi
ω
→Mf

� �����
Mf

����� ���_-�� ���� ��� ��� !
W 3#P/�Z�T-/KY038 d �
� n=s v�r=H��

� �
l(rjvRN�p M 	&surjv � M_n,NKo4Hcv�l(m_wXv H

N
w nNr � ��� � � � �

v w H � � �0w s
N

v�w H!w pNr/wXpNxuxfn/M_p,H*s nNr ��v.N J N6n=sum2v �
�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �Q&��	�	 � � �����D-,��� ��& � ��������� ��	 ���4>DQ&b !�Q���� ��� �

c
��� ����� � ���7-�������� ���e-���� � �

σi
����� �2�$��� ��� �2��������� ������� ��� ������� � �

�H� ��� ����.�� � 0 �=� ��� ���h� �����V-����
σi(x) = 0

� �
x

��� ��� � 	����B����� � ��� ������� �{��� ����� �2.��/1 !	Q���� ��� �
s = (

��� �
, σ,

� ���
)

� �

s′ = (
����� ′, σ′,

� ��� ′) � �8�(U".�� � � ��� �����6� ��� �������7������� 	 � � ��� � ��������-,���
� (0, σi, [])

ω
→s

� s
( � ��� x)
→ s′� ∑

x σ′(x) >
∑

x σ(x) =
∑

x σi(x) + c
!

? ����������.�� � � ��� ����� � ����� ��� � ��� �
ω

� U���� ����� � ��� ��& �
�<� � � � 	�����>DQ&b !j� � 	 �����
ω′ = ω(

" � �
x)

!
W ����� ��� � � �2��� ��������%

ϕ(ω′)
��� �D����� � U&. ��� � � ���h�(� Q/F�W�> � � ��& � -,��� � � ����� ������.�� 	 ��� �<� �;� 	 ��� � ��-,�����@� ���2'

-,������
M D

!
(0, σi, [])

� � ���
	���������������������	 �����
M =

!
(0, σi, [])

!
Q���� �����

N
���{J�WG> � � ��& � � �

M ′
0

��� � ����-,������6� �
N

������-����
M ′

0(p) =
!
(0, σi, [])

	 ����� ����� ��� 	��������
p� �C@A.������ ���B� �
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!
M ′

0

� � �����E� ���_-,������ ����� �������<� �
N

!
Q��

ϕ(ω′)
� � �4����� �2.8-,����� � ����� � � � �D���

N
��� � � ��.�� 	 ���

M ′
0

% ��� � U���� ���1���3� ���_-,������
M ′ �����:-,���

M ′
0

ω′

→M ′ !
W ��� ������� ������� � � ����% ���
�

M ′ D
!
(s′)

� �����

∑

x

M ′(x) =
∑

x

σ′(x) >
∑

x

σi(x) + c
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x = 0 x 6= 0
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dec x

2

y = 0y 6= 0

end3

dec y

inc x

x

y

mem

� ��� ��@�! > � T �7J�WG> �H� ���
	�� ���� ���1� �0>DQ&b ��� ��� � 	�����C ��� � . � ��� � ������� ����������� � � ���V� �7�6. � ��� � ��!

W ��� ��	�	�������� �������E�(�hQ,' � ��� ��� ����� ���2��� ������� ��� ���=������� � � ���1�6. � ��������% �����

∑

x

M ′(x) + M ′(mem) =
∑

x

M ′
0(x) + M ′

0(mem)

i � 	���� � ����� � �2� � �������E� �
M ′

0

%����
� ∑

x M ′
0(x) =

∑

x σi(x)
!

� � 	 �8� �K� ��� �����E�(.8�(��� � �
M ′

0(mem) > c
!

+ �������z%���� ��& � �<� � � ��	�����>0Q&b %/-,�����H-,��� ����� �
c
��� 	 �8� � � ��� � � �2����� �D�������2.8-,������� �4� � ����� ��-,��� �$. � � ����� � ��	��f� �

� �
c
9 � � �����X�������

mem
	 ����� ��� ��� �����X�E��� . � � � ��� ��� !<? ����� ���{J�WG> � � ��& � �<� � � � 	���� ������� ��� ��� ��� � � ��� ���

�6. � ����� ��!
i ��� ��� ��� ��	 ��� ��� �8%�� � � �7J�WG> � � ��& � � � � � ����� ��� ��� �����������E� �4�1.8� ��������% ��& �
� � ��>0Q&b !

� N,0HKYL#.70 E ) �
T �5J�WG>�� � �z� ���$��� � � ��� � �����$.V� ��� ������ � @�! ;���� � � ����� ����� � ��� �������a���V�6. � ��� � ��!@i � � @ ���8% ��� ��� 	 � � � 	����
����� ��������� ��9 �������Y� �

mem
� ��� � ��� � ������� �=9 ��� ��. � � ��� ��!(+ �������z%/-,������-,��� � ��� � ���������X�����4� ��9 � � �������������

mem�=�5�(. �/� �8%(����� � U&. ��� � � ��� 	���� � ��� ����� ���5. � � ��� ��� � ����� � ����� � ��� �����N9 ����� ���������G���V.�� � � �������0 � � �
x

����	 � � � 	����
�������������H� �f� 	�������� ����� ����� ��� ��� � �=9 ��� ��.�� ����� ����� ��� ������� �������

x 6= 0
��� �2�����4-,��� � ��S �����E����� � �����19 � �����Y�������

x� � ��� ��� ��	�� ���/� � � � ��� ���7��� ����� ���/1 !
? �������*� ���$� � �������
��� ��> ���$'cQ��;\��4b ������� ����� ���!

�Kv N�pNm�� l/v
	
� ��� ���8��� � ����� � ��� � ���
�2. � ��	����(-,��� ��� ��� � 	���� �=��� � ��� � � ��� ���{-,���{d���!<T � 	������� �=�6� ���2����� ��� � 	���� ��U � � 	���� ��� �
>DQ(b�� ����� �����YJ�W�> 0 ����� � ���$. �2��� ������������ @�! > 1 ��� � � � 	���� � ��� � ����� � ��� �������E� �B�6.8����� � �B� ���������B� � ���{� ����� ���
��� � ����������	����������
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x
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end
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��� ��� � � ������� " � �
x
!Hi � � ����� � �2����� ��� � �����2. � � �=� � ��� � ����� ��� ����� ����� � ���1� � �=� � ����	�� ��� � 	��2. ��.8����� �8% ��� 	 ������� ��� �

� �������(.������ �����G-,��� � � 	������� �=�6� � � � ��>DQ&b !�b ����� � 	�� ��� �=������-,��� �2��� ����� ��.��������(U�� ������� ����� � ��� � � ���8%��=� ��� �Z'c�N'c� � � �
���
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C3 : � � � C0
C4 :

� 	�� �
(a, acc′)
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3 : ��� l 14
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0
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0
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15 : � � � C0
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Γ′ = Γ · A1

x;p7N�p,H*m sQM_v ��� sur4M s ��v r4M_v ��v
G|A1
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W 3#P/�Z�T-/KY0 a 8 �
� n=s v�r=H �

� �
l(rAv�N�p M 	&surAv �FM_n,NKo4Hcv�l(m_w �

N
w nNr � � ��� �

N ′ w�n=r � �'��� �
Γ

v H
Γ′ xfv�w&N6p Hzm sQM_v�w�M_pNm2p MAH'J�m s`w H*s ��l/v�w �

N
p �,N�vAH4l(rjv5vPO�J2M�l(H*s nNr sur �!res v ��l(sKrAvVr4J2M_v w_w s6Hcv � l � l(raw v l(x � v H n=r n=m �NsurjpNx�w s�xfvVw �Ow H � N�v"x sur4J_pNsum2vVw l(sutNpNr=H

p�� N6v H�l(rAv4w n=xyl(Hzs n=r 	
Γ ·X ≥ 0
X  0
V ∈ Λ(Γ′+ ·X1)
Γ′ ·X1 · Y = V

�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �T � �K� �8�(U
	����8� �f#���� � ���$.8-,������������� ��������������� �
X

-,��� ��� � ��� ��� � � � ��������� ��� �2.������ � �;-,���7�H� �������Z.]-,���������X� � ����� �D� �
N

-���� 	 �8� ��I � ����� � ��.������������;� ��� ��!
T � ��� � �(UE� ��� ���;#�� ��� ��.�������������-,��� � � � U ��� ���4����� �2.8-,������� �7� ������� ��� ����� �=����� � ��� ��������� ���&9 �������
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��� ����� ���8��� ����� ��� �2.������ � �;-,������� �
X

!

Γ
%
Γ′ � � Γ′+ ���G�(.�	 ���/� ��� �:-,���G�(� ��.�������� !

X1

%
X1

� �
Λ(V ′)

����� ��� � � �����;� ����������� � �2S � ��# � �����H� ���$.]-�� � ������� �
��� �$. ������� ��!=� � 	 � ���:������� ������ ����	 ��� �z� ��� � �8�X������� � ����� � ���e� � � � ����� ������� ��� ��� �2S � ��# � ����� ���$.8-,������������� ��� �/.������ ��� �
0 �����������<��� ��� �2.8-,����� � �7� ������� �K-����H� ����� ���/1

Γ ·X ≥ 0
X  00 �����������<�$�
�2��	�	 ������� � � ��� � � �Z.]-����������/1
X1 ≤ X
0 ≤ X1 ≤ 1
X1 ×X = 1×X0 �����������<��� ��� ,���� �Z��� � � ��	������ � �����_� � � ��������� ��������� ��� �P1
X ′ = Γ′+ ·X1

Y · 1 = 1
0 � Y � V
V = X ′ − (X ′ · 1) · Y0 �����������<��� ���1� � � ����� �7� ������������ ����� � � ���f.��0�

X1

1
X1 =

∑

i aiV aibi0 ��������� U � ��.B�(��� �����R' �� ��	����/1
Γ′ ·X1 · Z = VT � � ����� �����&����� � �����

X, Y
���

Z
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X
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T ��� ������� �"�$� �ZS � �2#8��� ��� � 	 ���;S ����� ����� �V������� ����� ������� �5�(� ��.������=�<%<� ��� �"������� ���
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%
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A

�
G
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� �������1�6.����21 �
b = 0 b 6= 0 a < b a ≥ b a = 0 b = 0 A B C D E F G b = 0

0 −1 −1 1 1
1 1 −1 −1
2 1 −1
7 −1 1
9 1 −1

14 1 −1
15 1 −1

end 1
a 1 −1 −1
b 1 −1 −1 −1 1

tmp −1 1 1 −1

T � �2S�� �2#8� �
Γ · X ≥ 0

���(� � �B� � � � ���f� � � ����������� �&��� �����8%H�6I � ��� 	����������7�H� ��� .�� � � ����� ������� !Hi � �A@ � �8% ���
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b
%��=� ��� �Z'c�N'c� � � ��-,��� ��� ��� 	 �8� � 	 ��� � �������
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Γ×X ≥ 0
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�

((X(x = 0) > 0) ∧ (X(x 6= 0) > 0))⇒ ((X(
�����

x) > 0) ∧ (X(
��� �

x) > 0))

Q�� ��� � U���� ����	��;��� ��� ��� ��� � ������� � � ������� ��� � ����	 ���/����� ����� ��������� ������� � � ����� �`� ��� � �;-,��� �R02v;: 	��f� � ��� ��� �
b = 0

	 �����
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X(b = 0)
����	���.������ ��� ��� ����� �����6� ��� � � ����� 	 ��� ��� ��� ��� �

X
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�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �T �
�����/� � ������� �Z��	�	��;. � ��� � ��� � �6.����f� ����� � � ����U(.�� � ������� � ���
x = 0

� �
x 6= 0

����� � � � ��.�� � �������4-,��� ��� � ����� ���
x����� � ������ ������.������E� �;� � �&�$.�� ��� ��� ����� � 	���!

F � ������� ���/� � ������� ������;-,�����2��	�	��;. � ��� � ������� 	 �8� � �=��� ��� ����� ��� ��� � � �����<C ��������� � �2S�� �2#8� � ��� �/.������ ��!]W ����� � �����/%
���!C �=��� 	�� ���/� � ������� � �������=��� �6� � ���f.�������� 	 ����� � �����������{� ��� ���$.������� �2.��X������� �z� �f� 	�������� � � ��� 0 � ����� ��� ��-�� � ��� �
� ��� �����������1� �����f.�������� �P1 � �{� ��� ��� �
��� � ���/� � ������� ��� C ����� � ������� ��� � � ���N9 ����� ��������!�F ����-,���E� ��� 9 ����� � � ��� � �
���
C ����� ��������� �����������N9 ����� � � ��������� ��� � 	 ���e� ������� ���1����� ���$.8-,�����������
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W 3#P/�Z�T-/KY0 a[a �
� n=s v�r=H

x, y, z, t
� l/p,H*m2v1v�r=Hzs v m_w7rAp,H*l(m2v x w � � � s6NKoAxysQM_p Hzs n=r

((x > 0) ∧ (y > 0))⇒ ((z > 0) ∧ (t > 0))
v�w H�t]m2p=s v

w sGvAH�w v�l(x;vAN�v�r=H!w s:xfvBw �Ow2H�� N6v7w_l(sutNpNr=H�p �,N�vAH�l(rAv7w nNxyl(H*s nNr �cv rIH*s � m2v � 	
0 ≤ (a, b, c, d) ≤ 1
(1− a) + (1− b) + c + d > 0
(1− a) + (1− b) + c + (1− d) > 0
(1− a) + (1− b) + (1− c) + d > 0
(c, d) ≤ (z, t)
a · x = x
b · y = y

�FJAN�nNr/w2H*m2p Hzs n=r �Q��
x = 0

% �*� �;� 	�������� �������
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a = 0
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!(Q��
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��� �
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d = 1
��� �
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y
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��� 	�� ���� �=�6� � � � ���5�$S � �=� �;-,���1-,�����/��������� �8� � ��#�� � �$.������ ����� � ��!/?�� �=� � ��� 	 �����8% ��� ����� ����� ��� �2.�� �������������
����	��2��� �
� ���=� � ����	 	��;����� � �R� ��� �

�
��� ���� � � �$� ���1-,��� ������	���.�� .8� ��� �����8% ��� � ��� 	��f.��2�/��� ��� ������� � ��������� ��� � � ��� ����� 	��f� �

�� ���e� ��!=b �A� ��������� ��� ������	 ��� � �;�����K�H� . �2�e� � ��� ��� � ����	�� � U�� �2.D�H� �����7w*oLJ2M s � M_p,H*s nNr
�����H� ���{�(.]�(����������� �������� � ���$� �
�A> ����� ��!

� ����� � � ��.��2��� � ��� 	 ����� � ��� � ��������� ��I � ���D. �����/�(� !(� ��� 	����8���;#�� � 	���� ������� �8%,��� ��� ��<��8%&� ��� ����� � ������� ����	 ���������
��� � ��� � 	��;���<��� ��� ���� � � �$� ���0 �����6� ��%�	���� � U � � 	�����%������ ���������� ���$� � � �Z? � ����� ��� 	 ����� �2.�������

�
1 !�� ��� �=����� � 	���� � � ��� �

�H� ��� ���OS����	� � ��� � � ����� ����� � ��� �G� � � � 	A.���� � ��� � � �����:� ��������� �=� ����� �������2��	e.������ ���8% 	���� ��U � � 	���������� 	�� � ����� ��� �����&���
�������<��� �2S�� �2#8� ��� � 	�� � �����!C ����� ����� ���1� ��F �(- ���X>��/W ��� !N+ �������z% ��� 	 ����� � ��� � ��� ���������@��� 	�� ���� ���1� �!� ��� � ���
� ��� 	 ��� � � � ��� � ����� ��� � �����������/. 	���� �z� ��U�� � ��� ��������� � 	����8����� � � ��� � ����	�� � U�� �2. 	���� �*� �������;S � ��!]?���� � �����1I8� � ����� � �
�H� �;�$.����8% ��� 	 ����� � ��� ���;� �������������� � � � ����� ��� � � �����_� ��� ��� ��������� � � ����� ����0 ������	��f. � � ����� ������-,�������f' ��� ����� 	���. � � ������� �P1
� ���6���  ���_� ��'*C ��� ��� ��� ���H� ����� ��� �����ZC ����� � �������E� � 	�� ���� ���6��� 0 	���� � U � � 	����7����� �2��	 ��� � ��� 	������ �������41 !$+ �������z%
��� 	 ������� ��� � ��� ���������X��� �Z��	 ��� � ��� 	�� ��� � � ���1-,��� ��� �����ZC ����� � � � 	�� ���� �=�6� � ��� ��� �6I � � � � � 	��1� �������V�����
� ��� ��� �Z��� ��� � ����	�� � U�� �2.B�$� 	������� �=�6� �#������� !

T �E� �8�(U �f#8���
��.��2��� � � � ��� ���;S����V����� 	�� ��	�� �;. �2. � � U������ � ������������� � �1����� ���������� ���$� � � ��� � �NS���� � �
��.������=�$U
� �VW ����� � !@T<� ����� � �*% ��� � � � �������;S � � 	 ����� � �8%	�Y� � ������������� � ��������%�� � �.�� ��� 	��f� �X� � ������-,��� ����� ��� ��� ��� �����='
�;S�������� U ��� � ����� ����� ����� �2��� � ��� ��� ���.�� ����	��;����� � ������� ��������� ��� 	�� �����`-���� 0 � ���1� ���*� ��� ���� � � �$� �4��� i!� � ���;� �-1 !/T �
� ��� 	��f.��2�/��� � � ����� ������������� ������� �K� ��� � 	��f��� �f� 	 ����� ��� � �4-,��� ������� �B� � � ��� � �����`-�������	���.�� .8� ����� ����!

T � �� ��� 	�� �����f#8����� � ��� � � �X�6. � ���(� � ������� �D� � ����C ���;��� � ��U 	�� ��� � ����� ��.X�(�������� �����!$b � ��� �0� ����� �;� 	 ��� � ��� �
�H� ��� ���OS������H� . � ���/����� � � ����������� 	 ����� 	 ������������. � � � � �&0 ��� ��� ���;S������ 1 	��;���@� � 	�� ���� ���1� � ��!8F ���1� �H9 � �z� ����� ��� ����.
������� ����� � U � � 	������8%<����� ��U�������� ����� 	 ����� �.������B� ��� � ��� � ��� ���a� � � ��������� ���7��������� � ��� ��� 	 � � � 	����7� ������� ����	
� � � �?> � ��� ��.���!�T � �(. � -,��� � �DC �=� �
� ����������� ��� � �����;���4�(� � ��� �_� ������ U������ ����%�-,��� � � ����� � 	���� ���3���������"��� �����
	���� � 	 ���2� � ��� �����X��� � ����� ��������������� � ����� ��� �7� � � � ��� 	 ���8��� � � ��� �7�H� ��� � ����� ��� 	���� � �����������B��� ����� �R�6.8����� � �
� ��� ��� �����

�
������� ����-,����� ��� ��� 	 ����� � ��� � ��� � � � ��.�� � ������� � � � ����� ��� ��!�� � 	 � ��� ����� ���B-,��� �*� ��� ��� �z� �=����� �{� � � � �

�N9 ��� � � 	 ���2� � ����� ��� � �=� �������������H� I���� � ��� ���f� ����� ����#�� 	�� � � ����� � � ������ ���� � ��� � �8�X����� ��� �&0 �����&S ��� � �(� ���21 ��.�������!
b �/� ����� ���/� � ��� � ��� ��� � 	 ��� � �;�������H� �������fS ����� ��������� 	�����U � ��.��H� ��� � �(� � � ��� 	�� �;.R0 ����	��2. � ��� 	����;./1 � � ��� � � ���6. �����&���
	 ����� � ��� ��� ��������� ����������� 	 � ����� ����	���� � ����� �f#����7� � � � ����	�� ��� � � ��� ��!

� ����� ��� 	�� ����� ��	���� � � ��.���I ��� � � � ����� �������;S � � ������� ���(�{C ��� ��-,��� ��� ��� 	 ����� � ��� � ������ ����	 ��� ������� �X��� � 	��;����� �8��� �
	�� ��	�� �;. �2. ������������������ ���$� � � ����� ��������. ���/� ����� ���f����� � ���$.8� ��� ��!(+ �������z%���� 	 � � ��� ���XC ��������� ������� ��� �*� �������� � ���$� �
�����2� ������% � � � � ������� ��� � ����	�������� � � � @ � � �������0� � �����(.�C ����� � � � �������Y� � ���2����!jFD� ��� � �`�6����� 	���� ��� � �2# � ������.�� ��� ����� ���
� � � ��� ����� � ����!ei � �2' ��� 	 � �����;��� ��� � � ���������	 ��� ����� �����6�H� �=� � ��� ���������;S � � ����� � ��� �����;-,��� �7� ����� �����ZC ����� � ������� � �
	�� ���� ���1� � �B����� � ��� � � �V�6.������(� �!DE��� 	 ��� � �5-���� ����� !	+�� � ����� ��� �5� � ���$# � ��%/9�� �����8� �z� � ��������� ��� � � �������
� �C@A.������ �������6. � ���(� ������� �������;S � �����E� � ��� �����ZC ����� � �������V� ��	������� �=�6� ���8%����	9�� ��� ����#���� ��������� � �8� �*� �;� 	�� ��� � �����
-,��� � � ���6. �����&����� ���4����� ������� ������� ��� � 	��;�������E� ������� �2��� �������6I � ���K� � �(U ��� ��� ����� ��� � �����`-�������� �7����� � � �����
-,�����`-,������� ��� ��� ������� �K� ����� ��� ����!H��� 	 �������6-��<� ��� ��� �B� ����� 	 ��� � �;�����1� � � ���������	 ��� � ��� � ��� � � �0�1.������(� � ����� ���
��� ��� ���� � � ���������:����������� �����

�
����	��=��� �6� �6C ��� ��������� ����� � � �������fS ��������� � ���1����� � �B� � 	�� ����������� ��	��`� �8����� �4�����

�� ���e� � � �����;. ��.4��� 	�����	�� �f.��2.�� � ��� � ��� � � �����ZC ����� ��� � ����	������� �=�6� ��!
+ �������z%j9 ��	 ��� � �
	���� ��U � � 	����Y-��<� ��� ����� ��� ��	 ��� � �;�����Y�H� ������	������ ����� ��������� ��� �
� ����� � ����������� � � ������-,����� �f'

����� ��� 	���. � ���������������(U ��.������=�$U"� �7W � ��� � !e� � 	 ����� � ��� ����������% ���E�6I � ����� � 	��K-���� � � � �=� � ��� � �������;S � � � %(� ���������
�����7� ��� ��� �2��� ��� ����� 	�����U � ��.7�(�
	������� �=�6� ��!

AB>



F � ��� ��� ����������� ����� � ���
�
� � �z� ��� ���;S���� � �	� � ��� � � �����ZC ����� ���������7� � 	������� �=�6� ��� ��� ��� � 	 � ���Z' I ��� � 	 ��� � � � ��.������=�$U

� �6W � � ���*%H� ������� ��� � �8�X������� �4I � ���6��� � ��� �����/���;������!���� 	 ����� ��� �����6-,��� ��� ��� � �f� 	 ����� �����7� � � ��� �����,�����7� � � �
. ���/� ����� ����� � � � � ��� 	�������� � ����� ����� ��� � �����`-,�������H� ��� ���;S������ �K� ��� � �����RC ���2� ���������V�$.R9Z� ��U ��� � ��� ��� ��!

A$C



� ����� ����� ��� ��� ���

) + �_�R;B@,+ + �_�����2� �����80 � ! 1�%
'a�j�$��^ � �;� ����� � � �����h+K�(C ���=�h����� � ����� �����3� ����� ��� . % �3p,H 	 ��� r/rjpNxfv r/%������ !ZABA/%
9 AH;$@/% 	 ! 9B9 @ � 9 >B>�!

) +�M cBc,+ + ��� � 0 g�! 1 � ��M�������� 0 � ! 1�% 'Eg ���������������������=C�� ����� � � } � � � � ��0� � ����7� ��	 ���e� ����� S 	���� � � . % � 	/v_nNm2v HzsQM_p=x
�!n,NKoAl(Hcv�m � M s v�r M�v % ����� !Z;B>B=/% ��� 9 � ;$%Z;$cBc5c$% 	 ! 9 >B> � 9 ?$@�!

) +K�HA$C + + �e� ��� � ��� 0z> ! 1 � �B��������� 0z> !�? ! 1�% ' M�������� �����;\�����YF �����A� � ��� �����ZC ����� � ������� ���
�f� 	 ��� � � � ����� � ���_�
	�� ���� ��� � . % �������<P �����&�$� ��� �=0 � ! 1�% � ����� ���"0z^ ! 1 ���@J ��\����&� ��� B0zM�! 1 %O.8��� � � ��� � % �Kv�w l(x H w�p=r	�5H*m2v r	�Ow
sur8H 	/v�n=m2v HzsQM_pNx�M_n,NKoAl(Hcv�m4w M s v�r M�v %������ !6@ 9 ; 0 � ����� ! �<v2M Hzl(m�v �Xn H v�w7sur �!n,NKoAl(Hcv m � M s v�r M_v�1�%�	 ! 9 � 9 @$%9 A5A$C !

) +�� �BcH;-+ +�� ��� � ��0zJ ! � ! 1 % ' � �NU&' 	��;����-,����� �f' � � ������	��2.�� � � � ����� . !aJ ��	�	 ����������� �����;-,��� �	� 9 c=' ;BcBcH;(%�T<bR[�%
;$c5c5;�!�i:U�� ���/� �]���=��� ��� ��� ��� ��	�	���� �-G���� �4��������g�T	F�++;$c5cB>�!

) +DQRc5c,+ +������ ���0zP ! 1 � �{Q � �&} ��� � �����&� ���� 0z^ ! 1 % ' + �ZS�� � ��� � ������� �������;S � ��� ��CK> ���$'cQ��;\��Vb ��� � ����� �����	 ���;S,'
����������� ���;� � � ����	/� � ��������� . %A������� ��m2n/M_v�v �=sur :=w1n �RH 	$v �Gs �2Hcv_v�r=H 	 �2k!kGk � �,N�o/nOw sul(N nNr
��n�:�sQM1sur
�!n,NKoAl(Hcv�m � M s v�r M�v�� � � � � � 
�
 �N% 	 !Z@$C � A 9 %R;$cBc5c�!

) L�+ �h? + L ��� ������80 W ! 1 %D+ � � ��� �OS 0 L�! 1 % ���NS���� 0z��! 'z)�! 1 ���E?D�$����� - 0 � ! 'RF ! 1 % ' i!��� ��	�� � ��� ����� ����� ���"� @
9 ����� ��� � . !:+ ��� ��� ���f�����7� ��	/������) ����� ���� ��� � & � � � � '  ����� '  � � � ��� 	 � � � !) L�F AH;-+ L ��������� ������� 0zQ !/� ! 1 ���0F �����70zQ !/+ ! 1 %�' + ���8} � ��� ��� �������(' ��������� � � ��� � ����� ��� ����� �;\�� � � ��� �=C ������	 ���;S,'
���;� �4C ����� ��������� . %4�!n,NKoAl(Hcp,H*s nNrjpNx �!n N�ojxfv�O�s6H �N%������ !Z;(% 9 ABA5;$%�	 !ZAH? � 9B9 c�!

) L�F �3g AB@,+7L ���(C ��� ���.0*M�! 1�%(F ��� �����70z+ ! 1 %�� ��� �����70 � ! 'z)�! 1 ����g ���$\�� ��0z^ ! 1 % ' F ����	�� � U�� �RS ������������� ���/� � � } � � ���
�2S�� ���8� �D} � ��� 	 ���fS������ ����� ��� ����� 	�� � � � ������� . %A������� �:n N�ojl(H v m � M s v�r M�v �<nP:=sQM � � � H 	 ��rIHcv�m rjp,H*s nNrAp=x
�1n=m �Ow�	/n�o � � � � � ���=% ����� ! 9 :B@$C 0 � ��� � ! ��v2MAH*l(m2v ��n,Hcv w4sur �!n N�ojl(H v m � M s v�r M_v�1�%�	 !Z>/?$; � >B@BC/% 9 ABA5@�!

) L�F �3g cBc,+7L ���(C ��� ���*0zM�! 1 %:F ��� ����� 0z+ ! 1 % � ��� � ����0z��! 'z)�! 1����Xg ���$\���� 0 ^ ! 1 % ' + ������ � ���$� �4} � ��� 	 ���fS������ �����
����� ��� 	�� � � ��������� �����2� ����� � � ��� 	�� ���=C . %��(nNl(m rjpNx�n3� �Hl(r MAH*s nNrjpNx	��m2n�:�m2p N N1sur :�%������ ! 959 %Z;BcBcBc�!

) L ��� ABC + L ��������� ��������0*Q !�� ! 1�%/' W � �8������� ������� ��� ����� ��� ��� ���/� ����� 	 ���;S ���;��� ������� ��� � �&S . %e�������BF � �����90 W ! 1 ���
J �8�1� ��� 0z��! 1 %A.8� � ���8��� � % �<v_pOw s � xfv �3p,H 	$v N�p,H*sQM w ��� % � ��� � ! 'aW ��� ��	 ��� � � ����� ��� F ����	/� �����0Q ��� ����� � . !
L � ����� �=� � ���8% 9 A5A$C !

) L�^ cBc + L ��������� ������� 0*Q !:��! 1 � �{^ ��C � ����� 0 � ! 1 % ' + ��� }�� C �������;��� ��� ����� ���$� ������� . %��&n=l(m rAp=x�n3�{w �,N��_nNxysQM
xfnP:=sQM %(;BcBc5c�! D ��	�	���� �,G�� ����!

) L � �3c 9 + L ���(C ��� ����0*M�! 1�% � ��� � ��� 0 � ! '*) ! 1 � ��� �NS���� 0z��! '*) ! 1 % ' � � ����U ��� ���� ��	������ � ������������������� ���_� ��������
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J �8} ��� ��� �2S � � � � � % 	 ![;TCH> � >H;$c�!�i ��� ��� �����KQ�� ���������7W!�$������������� ��L�!$� ! 0 > �������/^ ���������/�I1 % 9 ABA5c�!
) ?KW cH;-+ ?����������B0 > ! 1 � ��W ������� � �B0 F ! 1�% ' �������;� �f\ � �������
���e�">�W ����� � � C ����� � � ����� . % ��	/v�n=m2v HzsQM_pNx �:n N�ojl(H v m

� M s v r4M_v�%(;$cBcH; ! D ��	�	 ��� �-G���� ��!
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C ���7g����2� ����� � � ���3} � ��� Q ��� � � �������� . %j�������!��m�n M_v_v �Nsur :=w{n �FH 	/v���nNl(m H 	 � rIHcv m rAp,H*s nNrjpNx �!nNr ��v�m�v�r M�v
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�(nNl(m rjpNxHn � ��l(r4M H*s nNrAp=x ��m�n�:�m2p,NFN1sur :�%������ ! 9B9 %��	� 9 % 9 ����� ����� ;$cBc 9 % 	 !/:B: � A$C !/>��/�1.���� � 	A.����������Z���
��[/����� ��������������W � ���� ���1� ���� ���/�hF ��� 	$� � � � � ����������F ��� 	�� � U � �RS�� !

) P7L ?$c,+ P��&� ��� 0 ? !$i ! 1 � �KL ���/� �fU�0 W !/L�! 1 % ' Q��;��	�� �7} ���_� 	�� ����� �8� � ���E����������� � ��� ������ ��� ��� . % �!n,NKoAl(Hcp �
H*s nNrAp=x���m�n�� xfvAN�w7sur � ��w Hzm2p MAH � x :,v"� m2pN% 9 AH?$c$%�	 ![;B=B> � ;$A/?�!) P7P ABA,+ P���� � ������� 0*F ! 1 � �BP�� � � ������� 0 ^ ! 1 % ' J �8} ��� ������e%<Q�������� ��e%jW ��� ������ . !X� ��� � ����� 	��2.�� �;� � � �������6�H� ���
��� ��� ����������� � �;�����4�() ����� ���������� ' �
	 ��" � '  � ��� � ��"�� ��)�� � � ��� � ' � � ' & � % 9 ABABA�!) P7T�@Bc + P �=� ��� 0zQ ! 1 � ��T�.��,S90 � ! ' � ! 1�%#'3+ � � � � 	 � ��C ��� �������� ��� ��� ������ ��� � ��� ��� � ����� 	������ ��������� � �� ��! . !HJ ��	$'
	 ����� ����� �����;-,����%$� ����������� �2.B�����*� b � ��� ������� %/� �2� �����/% 9 AB@5c�!	> ��� � ����� 	$�$��� �;.���!

) P�� ��:B;-+ P���������� 0*Q !jF ! 1 % � rIH*m2n �NlIM Hzs n=r7Hcn N6v Hcp,N�p,H 	$v N6p HzsQM�w !e> ��� � �('c^ ���������/�H% 9 A5:5; !
) T ����?B?/+ T ���$�,C ���_� 0 ? !�Q ! 1�% ' Q ��� � ��	�	���� ��� ��� ����� �]-,������� �RS C ��� � ��� 	$��� � � � ������� � ������ �G+ �Z������� S ���/�

��� ����� �Z� ��� � . !�J ��	�	 ��� � ��� � �����`-���� �	�:+:g�W:' >B=/%]+K� ����� ��������g�������� � � W � � ��� ��KW ����9 ��� �8%O� ��������� ��� ��.
�(�Yg ��U����8% 9 A/?B?�!

) T ����?TA,+ T ���$�,C ���_�70 ? !$Q ! 1 % ' � � 	���� ������ � ����� � � } � � ������ �2S�� ���8� � �����0> ��� � ����� � ��� . !<J ��	�	 ����� ��� � �����`-,���
�	� �hg�W:' >$%eT ���������������1g � � ������������� ��������� ��� �RS�% 9 AH?$A�!

) T ����+ ��pNm�M 	�!/) ����� ����������� ' � � � ' � � � ' � "�� ' � � � � � � � � � � � ��) � " � � ��� ' ) � ����!) T ��� A$C + T ��� � �����&0z? ! 1 % '"W � �8� ������������� ��� ����� � ������� ���e� � ��� 	$� � ������������� � ��� 	�����U � �RS7b �N� ���_� � ��� ����� ��� � � ���/�
	 ���;S�' ���;� � . %��������7F � �����90 W ! 1����4J � �6� ���&0 � ! 1 %H.8��� � � ��� � % ��v_pOw s ��x;v �3p,H 	$v N6p HzsQM�w���� % 	 !�>H;$c � >$CH>�!L � ����� �=� � ���8% 9 A5A$C !

) T ��� ABA + T ��� � ����� 0z? ! 1 % ' J �=� � � �8� ��� ����� � ������� ���e� ����� 	$� � � � � ������� � ��� 	�� � U � �RShb2bZb �<^ � ��������RS�	 � ��� �����2'
� ������� ���/�
��� �8� ��� � ���2S � ��� 	�����U � �RS . % � r/rjpNx wXn3� ��l(m2v6p=r	� � o�oAxys v � ��n�:�sQM�% ����� ![AB=$% �	� 9 ' >$% 9 ABA5A$%	 ![;BcBA � ;B;BA�!) T ����?T= + T ����� 0 ) !ei ! 1�% ' g ����� � �����������
	�� ��	 ��������������C �������� ��� �;\��]�"W � � ����> � � � . % � � � � � nNl(m rjpNx@n3�.M_n,NKoAl��
H*sur :�%������ !Z:$% �	� ;(% 9 A/?T=/% 	 ![;B: 9 � ;B=5:�!) T<�,L�+ c 9 + T ��� 0 F !,Q ! 1 %&����������0 > !,? ! 1 � ��L ���('c+�� � ��� 0z+ !�� ! 1�%#'hg����0Q��;\�� 'RF � �������W ��������� 	�����C ���!W � ���� ���
g������ � � � ������� . %&������� � �,NKo/nOw sul(N�n=r/��m sur4M s oAx;v w�n3� ��m2n�:�m2p N N1sur : �<p=r :�l/p :,v w % ����� !R;B@$% 	 !6@ 9 � AH; !+KF � 	�� ��� � %O9 ��� ������� ;$c5c 9 !

) T �3A5>,+ T ��� � ����� 0 ? ! 1 � ��� ��� ����� 0 � ! 'z)�! 1�%
' T �=���A���VF ���������;���4F ����� ��� ����� �;\�� � � ����� ��C	W ���;S�'cg��;��� . % ��l(r �
��p N6v rIHcp � r"��n=m N6p HzsQM_p�v�% ����� ! 9 A/%��	� 9 %<;(%�����	 � � �X����� 9 A5AB>/% 	 ! 9 =/? � 9 @$C !) T �3AH:-+ T ��� � �����80 ? ! 1 � � � ��������� 0z��! 'z)�! 1�% ' J �=� �����8� � ��� ����� ��� � �����/� ����� 	$� � � � � ������� ����� 	�����U � �RS bZb �
Q&�$� � � � ��� ������� ���e� 	 ���;S,' ��	������ . %N�������	W ��� �������2��� 0zT ! 1 � �!g��;���2S��90 � ! 1�%N.8� � ���8��� � % �!n,NKoAl(Hcv m � M s v�r M�v
��n�:�sQM � � H 	��6nNm �Nw�	$n�o��4� � � � � � % ����� !&AB>B>.0 � ��� � ! �<v2M Hzl(m2v���n,Hcv w�sur �!n,NKoAl(Hcv�m � M s v r4M_v�1�% 	 !�CH@B= � :$c5c$%P �=\��f� ������\�%(W �����������% 9 ABA5:�!$Q�	�� � ������ !

AH?



) T �3A/?/+ T ��� � �����B0z? ! 1 � � � ��������� 0z��! '*) ! 1 %�'3W � �8� �������������4[$����� ������������J ��� ��� ������� �����/�"W ���;S,'cQ 	������ . %(����� �
L �;����� �F0 � ! 1 � �D?��=��� ��� �F0 � ! 1 %A.8� � ���8��� �8% � � � ��� � � � ��� � ��	$v_nNm �YpNr�� ��m2p M HzsQM_v�n3� � n3�2H �Gp=m2v �1v �
tNv�xfn_o4N�v�r=Hz% ����� ! 9 ; 9 C�0 � ����� ! ��v2MAH*l(m2v ��n,Hcv w1sur��!n,NKoAl(Hcv�m � M s v r4M_v�1�% 	 !,>B=5A � >B@Bc�!eQ�	�� ��������8% � �������9 A5AH? !

) T �3c5c��,+ T ��� � �����80 ? ! 1 � � � ��������� 0z��! 'z)�! 1�% ' + � ����� ��� ����� �;\�� � � ��� ��C���� � ��� ��� � � �� � �� ���;��� �&S � �=� � � �8�
� ��������� ������� . % ��	$v_nNm�vAH*sQM_pNx �:n N�ojl(H v m � M s v r4M_v�%������ !Z;$>5=$%��	� 9 'l;(% � ��� � �,;$c5cBc/% 	 ! 9 AH; � ;BcB@�!) T �3c5c=�(+ T ��� � �����F0 ? ! 1 � � � ��������� 0 � ! 'z)�! 1�% ' W � �8������� ������� � ��� ��� ������� � ���e� ����� 	$� � � � � ������� ����� 	�����U � �RS"bc� �
W � �8� �������������KC ����� � � ��������� ���/� 	 ���fS,' � 	���� � . % � r ��nNm N�p,H*s nNr p=r	�/�!n,NKoAl(Hcp,H*s nNre%6;$cBc5c�! D ��	�	 ��� �-G���� ��!

) T�QRA5A,+ T �;��0 ) !(+ ! 1 � ��Q������������ 0zQ !(? ! 1�% '3?KS������ ��� 	������� �=�6� � �� � ��� � � ������� ����� � � � ����� �����f\ � � � ��� ! . %,����� �
��m2n/M_v_v �=sur :=w0n �&H 	/v � H 	1k�l(m2n_o$v_pNr � �,NKo/nOw sul(N n=r���m2n�:�m2p N N1sur :�%�	 !H;$@B@ � >5c5:(%]+�� � �����_�����5%�W �OS �Z'
L����8%(� ��� � 9 ABA5A�!(Q�	�� � ������ !

) � ��� cBc��,+ � ���������70z��! 'z)�! 1�%#'h+ �����fS ��� �� ����� �f� 	�������� ��� ����	�� � U�� �RS��=C 	�� ���� ��� � . % � r ��nNm N�p,H*s nNr3p=r	� �!n,NKoAl��
Hcp,H*s nNr/%(;$cBc5c�!

) � ��� cBc��(+ � ���������80 � ! '*) ! 1 % ' F ��� 	�����U � �2.��f� 	�������� � �7� ����������� ����� %(� ����� ���/.���� ���0� ��� 	�� � � �;-,��� . %/;BcBcBc�!<^ �����f'
��� � � ������� !

) � �3cBc + � ��������� 0z��! '*) ! 1 ��� � �NS���� 0 � ! '*) ! 1 %�'"i> � ����� �![ ��� � �G� ��������[@��� � ������� ���&W � ���� �=� b � ������	�� � � ���@} � � �
g��;���7L �����/�5F ��� � � � ��� � � ����� . %&��������W ����������50 � ! 1 ����� �������$��� �90 + ! 1�%(.8� � ���8��� � % � � � �4%������ ! 9 AH:B:
0 ������� ! �<v2M Hzl(m2v �Xn H v�w0sur � m Hzs � M�s p=x � r=H v xuxys?:,v�r M_v�1�%�	 ![;5: � CH; !(Q�	�� ��������8%���� ��� �X����� ;$c5cBc�!

) � �3cB> + � ���������90 � ! '*) ! 1 ��� ���NS���� 0z��! 'z)�! 1�%�'Eg ����� � ����������� ���/��� ��� � ����� � ���������fS ����� ��C ������� �����fS 	������� �=� �
�&S"W ����� �<> ��� � . !!J ��	�	 ��� ����� � �����`-,����%$T ��� ���/%R;BcBc5>�!

) �h> ?$c,+ � ������� 0*� ! 1 � �B> � ��� 0*Q ! 1 % ' � � � ���������2� ����� � � ��� ��C � ���2��� � ��� ���� � � �$� � . %H������� � 	(sum � 	/p��Gp=sus
surIHcv m rAp,H*s nNrjpNx�M�n=r"��v m2v r4M_v�n=rhw �Ow H v N w M s v�r M_v�%�	 !(?T@5A � ?$A5;$% 9 AH?Tc�!

) ���NSRc 9 + ���NS���� 0 � ! '*) ! 1 % ' Q&S � � � � W ��� � ��� � � � � ��� �B+ � �������;S � ��� �=C
���8} ��� ������ �2S�� ���8� � � ��� 	�����U � �RS . %
������� � ��� � ��� L � ���e� 0 � ! 1 � �{� ���2� ��0 J ! 1�%G.8��� � � ��� � %�k�xfv2MAH*m2n=r/sQM �Xn H v�w5sur ��	$v_nNm2v H*sQM�p=x �!n,N��
oAl(Hcv m � M�s v r4M_v % ����� !2:BA�!4i ��� ��� ����� Q�� ��������� WG�$������������� �8% ;$c5c 9 ! � ���2� ������	 J��KT�iK% ����� ��� ���f�����
) ����� ���������� ' �
	 �#" � '  � � � � 	!$ � � � !) W ��	ZA$C + W ��	���� �;��� ��� ����� 0*F !/^ ! 1�%4�!n,NKoAl(Hcp,H*s nNrAp=x �!n N�ojxfv�O�s6H � !e+��$���������(' � ����� �8S�% 9 A5A$C�!

) W!. � =B=,+ W!.������ 0 J ! 1 % �Dv �=l(m_w sutOv �Hl(r �,H*s nNrjv�r !�+�� ���(.8� �����!P��������/%HL��/����	 � � �]%�^ ������ � ��% 9 AB=5=�!�g � ���(��� �������
������������ � � �Kv2M l(m_w sutOv �Hl(r MAH*s nNr/w %$+ ������� � ���0W � ��� �8%$> � } ) �����j% 9 AB=/?�!

) J ���&:$> + J ��� � 0z^ !�M�! 1�% ' F ����� ����� ��C4J � ����� ��� �����;S i �&�$� ��� �=��� �3Q���� � ���/� g������ �V? � � ��� ����� W � ����� �8� ��! . %
�$m2pNr/w ��� N�v m � �hp H 	 � � n/M � %������ ![?TC/% 9 AH:$>/% 	 !6>5:$@ � >5=B=�!) J ��� @$C + J � � � 0 ^ !/i ! 1 % � l � m2v2M�l(m_w s nNr !e�KU&C ���_�"����� ����� � � �RS 	�� ��� � % 9 AB@$C !

) Q � �Z?Tc,+ Q � ��� � � � 0 � !�� ! 1 % ' J ��������������������	 � � �R} ����� �����/� �������2� ������� ����� ���/� � �������2� ������� ����� � ��	 � ������������� . %
�	� � � % ����� !RC/% 9 AH?Tc/%�	 ! 9 ?5? � 9 A5;�!

) Q �=\&@Bc,+ Q ��\������ �70 � ! 1 %
' W ���;S ����� ����� � ����	/� � ����� ��� �RS ���e� � ��� ��� ����� � �RS ��� ����� ���B� ��� ��� � � . %ek�x;v � Hzm�nNr/s`w M 	$v
� r ��nNm N�p,H*s nNr/w_tNv m2pNm �_v s6Hzl(r�:"l(r�� �����_v�m rjvAH*s��N%������ ![?&% 9 AB@5c$%�	 !Z> 9 A � >5;B>�!) Q�����c5;-+ Q�� � �����F0 � !eW ! 1 % �Bm sut]sur :��3�_pOw v � ��m2nP:=m2p N ��m�pNr$w ��n=m N6p Hzs n=r sur ��	/v�n=m �Ep=r	����m2p MAH*sQM_v !KW �/? ����� � ���8%
?DbRP7�B%/� ��� ����� � � �2.7� ��F ��	 �������������%Z;$cBcH; !

) Q��f� @5@,+ Q��;�6�������F0 ^ ! 1 % ' g�����J � ���;� �=C!W � �f� � �������1J ��� ��� ������� . % � m�M
	(sutOv ��nNm �hp H 	/vAN�p,H*sQM_pNx ��n�:�sQM % ����� !
;5?(% 9 A5@B@$%�	 ! 9 ?B? � 9 @B@�!

) Q��f� AH;-+ Q��;� ���_�80z��! 'c[ ! 1 %2�!n N N�v�r=H	��p=sum2v ��vXxfp/��n=r/rjv � s ��m2v M 	$v �Bw�n=s !eg �2. ��������.�% 9 A5A5; !
) Q&���/;$>,+ Q&������� � 0zg�! 1�% ' L ���� ���/�(������ ��� ����� � ����� ��� ���E+ � � � �$� � � �f�E�(��� � �Y� � � � � �&��� � � �������/� �4? ���$�&} �������

�������X+ �&} ���/�$���� � � �������&����� ����� ��� ���/� ��� ����� �����E��� �K�������/� ����� ��� � +������ �����&������2� ��� ����� � . % � �=m s ���
Hcv�m7l(H6:=s6H�pNt��<s ��v�r/w ��p�oAw_w�v x w ��p�o/vAH�s ��m s`w Hzs p=rAp �<b � �3p,HcvAN�p,H*s`w � �crjp,H*l(m t8s ��v�r/w ��p��_v xys?: �=xfpOw_w v %������ !6=/%
9 AH;$>/% 	 !Z> � >B@�!) Q�	�� @B@,+ Q�	�� ����� 0 ? ! 1 %�'V� �4C ����� ��������� � ��� 	$� � ������� � � �����/��� �����2� ������� � ��� 	 ���;S������ ���������;��� �OQ ��� � � ����� ��� � ��'
� �f\ � ������� � . %����������!n N�ojl(H v m � M�s v r4M_v �<nP:�sQM�% ����� !B>H;$A 0 ������� ! �<v2M Hzl(m�v ��n,Hcv w�sur �!n,NKoAl(Hcv�m � M s v�r M�vP1 %
	 ![;B@BA � >Bc5>�!&Q�	�� � ������]% 9 A5@B@�!) Q$QR=B> + Q�����	�������������� 0 � ! 1 � ��Q �2��� ���� 0 ^ ! 1 % ' F ��� 	$� � �=������� �RS �=C � ��� ��� � �����6C ��� � ������� � . % �(nNl(m rjpNx�n � H 	$v
� � �Y%������ ! 9 c$% �	� ;(% 9 AB=5>$%�	 ![; 9 ? � ;B:5: !

AB@



) g�M A5:-+ g���������*0 + ! � ! 1 � �DM���� ���_� 0 � ! 'z)�! 1�% �<p N6p M
	(surAv ��v��<l(m sur :�!eQ��8��� �*% 9 ABA5:�!
) g���� A5>,+ g����;���=���.0 W ! 1�%jk�l(m�n�o/p q�resutOv m_w pNxys`w � � �;:�xfv w !/+K\ ��� �4� �����EiG� � ��������% 9 ABA5>�!
) g����/?B;-+ g�������	 � ��� 0z? ! 1 % ' Q&�/����� ����� ��� ������� ���"�e� ��� ��� ��� ���/� ��	 ���/� ��� � ����������������C � ��� 	$� � ������� � �RS ��� � ���Z'

��� ��� ���]� ���;��� ���/�
� � ��� ���� . % �hp H 	 � � �Ow HcvAN ��	$v_nNm �N% ����� !R=$% 9 AH?B;(% 	 !Z> � 9 :�!) g<��� >B= + g��������� 0 + ! � ! 1 % ' � � � ��� 	$��� �=��� � �&�$��� ��� ��} � ��� ��� ��	�	�� ������������� ��� �����Vi � � � � �����`�(�������	�����'
����� � . %���m2n/M � ��nNr���nNr �3p H 	/vAN�p,H*sQM_pNx � n M s vAH �N% ����� ! CH;$%��	� ;(% 9 A5>B=$% 	 ! ;$>5c � ;$=5:�! g � ���(��� �������
) g�M A5:-+ !

) g<��� @B= + g���� � ��� � 0 � !8[ ! 1 %�'�g���� � ����� ��	 � ��C�� �2��	 ��� � ��� 	�������� . % �(m�pNr$w p MAH*s nNr/w�nNr!��m2nP:=m�p,NFN�sur�: �<p=r :�l/p :,v w
pNr�� � �Ow H v NXw % ����� !6>$% �	� @$% 9 AB@5=$%�	 ![;BA5; � >5;5: !) � ���6ABc + � ��� ����� 0 W ! 1 % 'a? ��C ����� � � � ������� ����� ��� �RC ���2� ���� 	�� ���� �=� ��� � �����;����������� � ������� . % ��	/v�n=m2v HzsQM_pNx8�!n,N��
oAl(Hcv m � M s v�r M�v %������ ![?T>$%��	� ;$% 9 ABA5c$%�	 ![;B> 9 � ;TCH@�!) � ��� AH:-+ � ��������� ����� 0z+ ! 1 % 'ag ����� � ����������� 	������=C �K�&SET ��U ��� ���� ��	������0W � � � � �_� ��� � �����S������`�Y�X��� ����	��;S���� '
����� ��� ���7� ��� � � ��������� � ������ ��� . % ��	/v�n=m2v HzsQM_pNx �!n,NKoAl(Hcv�m � M�s v r4M_v %������ ! 9 >BA$% 9 ABAH:(% 	 !Z>B>H: � >B=5;�!) � � � @BA + � � � �����=� � 0 g�! 1 % ���;\������ � ��0u)�! 1 ���h� ������ 0zP ! 1�% ' � � ���;�X�/� b ��� � ����� � ������� ��aW � ������� � � �=C
W ����� ��> ��� � . % �$m2pNr/w p M Hzs n=r$w"n � H 	$v ��r$w Hzs6H*l(Hcv{n ��k�xfv2MAH*m2nNresQM w � ��r"��n=m N6p Hzs n=r p=r	� �:n N N1l(r/sQM_p Hzs n=r
k�r�:=surjv�v m_w %������ !(i�?$;(% � � 9 ;(%$�(. � �8�X��� � 9 AB@5A$%�	 ! 9 >BABc � 9 >BABA�!
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T ��� �$# � �0� � �������$# � � � ��� � ��� �����*� �������;S � � ��� ����� �����`-,���K� � ��� � ��� 	�� � U � ��.K� ��� 	�� ���� �=�6� ���8% ��� 	 ��������������� ���
��� � �������7� � ����� 	�����U � �2.7� � ���XC ����� � � ��� �����������;.������ �����Y� ���*� ��� ���� � � �$� ���;� 	��;. � ��� �2.�!

?�� ����� 	���� �]% ��� ����������� ��� ����� � ���X� � � ������������������� ����� �2S � ��# � ���1� � �2.8.�� � � �2��� � ��� � � ��� ��� ����� ���"� �z� ���`� �5� �
-,�������f' ��� ����� 	���. � � ������� � %����D-,����	 ����� � ��� �D� ���������G�����D� ������� �Z��� ��� � ����	�� � U�� �2.0� � ���7C ����� � � ��� �����������f.���!&F ��� � �
� ��� ��� �<� � � ��	���� �$. � � ��� �������8� ��� � � ������� � ����	���� �����ZS � �2# � �0. ���/� �;.���� ��� 	 � � ��I � �����$. � ��� � �������K��� � � �����RC ���2� ��� ���
	�� ���� ���1� ��	 ����� �*� ��� ����� �e� ����!$� ��� ����� ��� �2.�� �������������"� ���	�����	� � �������B����������� �!� � ����� ��� ����� ���������&��� ��!

?�� ��� ��� � 	���� �]%G��� � ����� �����������h�H� ��� � �8�X�������� � � �5. ���/� �;. �=� � �NS���� � � ��.��������(U � � W � ��� � !Gb �4� ��������� �
��������� 	 � �����;��� �{��� ������ ����	 ���7�������4����� ��� ����� ��� ���;S����1����� 	�� � ������� � �����2� ��������� ��� 	���� � �����(� ��Q��f\���'ZF ��������
W � � � � ��	�� �

�
%8����� 	����8�����:� � ����������������	�������� 0 � ����� ����� ��������� �G�1.8� ������� �2��	�	��;. � ����� �������-1 � �<����� ���f� 	���� � ��� � � ���7�(�

	�� ���� ���1� � ���f� ������� � �K� ���X�$.�C ��� ��� � ��������� !,? � 	��;��� %�� ��� � � � ��� �����`-,��� 	 ����� � ��� � 	�� ��������� ����� ����� � �����������{��� �����
����#����� ���/� � � ����� � ��� � 	������� �=�6� ����!ei � 	���� � ��� ����� ���8% ��� ������� � � ����� ��� �H� ���������� ���/��� ��� ���6� � � ���f�����H� iG��� ���;���
���
� ���6��� ����� ��� ���� � � �$� ��� �2? ����������� 	 ����� ��.�������

�
� � � ���������&���7� �7� �����f#������ ��� ��� �8� ��� � �=� � ��� � � �;-,����!

*+�[��1 � "5.'P/1�� g ����� � � ����� ����% � ��� 	�����U � �2.�% �2.8.�� � � �2��� ��% ��.��������(U"� �4W � ��� �*%/�(.�C ����� � � � � � ��� !

	 � �H��� $ �G�

g������ ����������� ��� ��� ��� � �=������� ������� �������fS ��������C � ��� � ��� 	�� � U � �RS �=C 	������� �=� �8% ����	 � � �������fS � ��� ����� 	�����U � �RS
�=C �����DC ����� � � ��� � ��� 	$�����8� � � ����������� ��� ����� ����� 	�����U � �RS �=C ����� ��� ���� � � �$� �f� 	���� � ����� �8� !

[ � � � �8% �����2� ����� � � ��� ��������� � �� � ����� � ��� ��� ��� ���8���&S�������� � �����=CA-,����� �f' � � ������	������ � � � �����8% ��� ���N} � �� ����� ������������
� �����/� ��� ����� ����� 	�����U � �RS ��C�� ��� ����� 	$� � �8�XC ����� ������� !=g���� �2S � � � � � � �����fCe� �OS � ����	/� ��������� ���;� ������������ ����� ���;S
����� ���� � ����� �������!� �����e�H% ��� � ��� �OSX� � ����� � ��� ����S � � �=� � ��� � � ���������fS ��� ��� �RC ���2� ����� �2S � � � � � � ���_� ��� � � ��� ��� �����
�����7� �����/� !$b � � ������} �OS�%�� � ����� ��� � ��� ��� � � � ��� �=C@� ����� �������	� ���/� �#�$�"� �!� ��������� � ��� ���]� !

g�������% � �Z� ��������� � �8�X���;S,' ���f��� �������� ���� ��� � ���/� ���8� ������W � ��� � ��� � ��!Og������ ��� ���N} � � ���������� �������;S � ��� ���0� � ��� �����
� �=� � ���;� � ��� ������������������� 	�� ���=C � ������� ��� � ���DQ��;\�� 'RF � �������W ��������� 	�����%�� 	�� ���=C �=C � ���K> ���('RQ��f\���b ������� ����� �������� �
�=C ����� 	�� ���� ��� ���/� � ���f� 	���� � ��� � � ��� ���f� ������� � �Y? � C ��� ��� � � � � ��� ! ����� ��� �����]%�������� ��� � �����`-,��� �����=��� � ��� 	�� � ���
����� � ������������������� ��C �{} �`� ����������� �=C 	������� �=� ��!/i � 	 ��������� �;S�% � ��� � ����� � ����������� ��C ���������� ���$� � �Z��� � ���Di!��� ���`�H� �
���������������	�2? � ���`� � ���/�hF ���e-������

�
���������� ���$� � ��� ��� � �������8� ���
��C �����;S �=������� �����8�V}��OS�!

�J0H^ �2�[���#1�� g ���2� ����� � � ����%eF ��� 	�����U � �RS�%$J �8} ��� ������e%$W � ��� � ����� �8%/? � C ��� ��� � ��������� !


