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Introdu
tionCe m�emoire a pour but l'�etude du rapport entre le �-
al
ul, un formalismeintroduit �a la �n des ann�ees '80 pour la mod�elisation des syst�emes mobiles, etle �-
al
ul, l'un des mod�eles de 
al
ul les plus 
onnus et utilis�es en informatiqueth�eorique.L'exposition sera arti
ul�ee en trois 
hapitres. Le premier 
hapitre sera
onsa
r�e �a la pr�esentation (bien sûr au niveau introdu
tif !) du �-
al
ul. Dans ledeuxi�eme 
hapitre on se 
on
entrera sur la d�e�nition des prin
ipales strat�egiesde r�edu
tion du �-
al
ul ; en fait, 
e n'est pas possible de parler du rapport entreles deux formalismes sans 
onsid�erer une strat�egie d'�evaluation bien pr�e
ise pourle �-
al
ul, 
ar le �-
al
ul n'arrive pas �a simuler la dynamique enti�ere de 
e
i.Finalement, le troisi�eme 
hapitre fera fa
e au probl�eme de la repr�esentation du�-
al
ul �a l'int�erieur du �-
al
ul. La tradu
tion de Milner pour le �-
al
ul 
allby name sera pr�esent�ee, et sur 
elle-
i on d�emontrera un r�esultat la reliant �ala r�edu
tion lin�eaire de tête faible, une strat�egie d'�evaluation du �-
al
ul qui a�et�e prouv�e être 
orr�el�ee �a l'ex�e
ution des �-termes au moyen de la ma
hine deKrivine (KAM).L'annexe qui 
on
lut 
e rapport 
ontient une preuve alternative de la 
or-respondan
e entre la tradu
tion de Milner et la r�edu
tion lin�eaire de tête faible,bas�ee sur l'introdu
tion d'une ma
hine abstraite �a la Krivine, que l'on appellerama
hine de Milner. Cette d�emonstration, même si indire
te, a l'avantage d'êtresans doute plus simple que 
elle fournie dans le troisi�eme 
hapitre.Remer
iementsLaurent Regnier m'a stri
tement interdit de le remer
ier pour avoir a

ept�ed'être le dire
teur de mon stage et pour m'avoir suivi pendant son d�eroulementet aid�e �a d�evelopper les id�ees qui sont �a la base de 
e m�emoire ; don
 je nevais pas le faire i
i. Je remer
ie alors Thomas Ehrhard pour sa parti
ipationet 
ontribution aux dis
ussions entre moi et Laurent. Je suis aussi beau
oupre
onnaissant �a tout le monde �a l'�equipe LDP de Luminy, et en parti
ulier auxth�esards et aux autres �etudiants du DEA qui ont 
ontribu�e �a 
r�eer une ambian
estimulante pour le travail et en même temps sûrement de bonne humeur.
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Chapitre 1Le �-
al
ulLe �-
al
ul (voir [SW01℄ pour une pr�esentation extensive) est un formalismequi a �et�e introduit par Robin Milner ave
 le but de fournir une pr�esentationmath�ematique 
ompl�ete de 
e qu'on appelle g�en�eralement < pro
essus mobiles>.A la base de l'id�ee de mobilit�e il y a les deux 
on
epts fondamentaux de pa-rall�elisme et de 
on
urren
e. Le parall�elisme peut prendre des formes di��erentes,mais en g�en�eral on pourrait dire que la 
ara
t�eristique 
l�e des m�e
anismes pa-rall�eles est la possibilit�e d'ex�e
uter plusieurs tâ
hes en même temps, en 
ontrasteave
 l'ex�e
ution s�equentielle, qui pr�evoit le d�eveloppement d'une seule tâ
he �ala fois. La 
on
urren
e fait appel au 
on
ept de ressour
e ; dans un 
ontexte
on
urrent, les pro
essus demandent pendant leur ex�e
ution l'utilisation d'uneou plusieurs ressour
es, lesquelles sont partag�ees entre les pro
essus eux-mêmes.Ce partage implique la possibilit�e de 
ollisions, 
'est �a dire de situations danslesquelles une même ressour
e est demand�ee par plusieurs pro
essus. C'est jus-tement l�a qu'on a la 
on
urren
e : les pro
essus sont en 
omp�etition pour l'a

�esaux ressour
es. Puisqu'en g�en�eral on peut imaginer que l'a

�es �a une ressour
eest lui-même g�er�e par un 
ertain pro
essus, la 
on
urren
e 
omporte la pr�esen
ed'intera
tions entre les pro
essus. On pourrait bien imaginer une ex�e
ution pa-rall�ele sans intera
tion, mais 
ette derni�ere est absolument n�e
essaire pour qu'onpuisse parler de 
on
urren
e.Un pro
essus mobile est don
 un pro
essus qui agit dans un 
ontexte pa-rall�ele et 
on
urrent, i.e. son ex�e
ution pro
�ede en parall�ele ave
 
elle d'autrespro
essus et il existe la possibilit�e qu'il y ait des intera
tions 
on
urrentes ave

es pro
essus. En outre, la mobilit�e est li�ee �a l'id�ee de lo
alisation : 
haquepro
essus est lo
alis�e dans le 
adre de l'environnement o�u il se trouve, et l'inter-a
tion d�epend de fa�
on fondamentale de 
ette lo
alisation, 
ar les pro
essus peut< bouger > �a l'int�erieur de l'environnement et ils ont besoin que leur < position >soit 
onnue pour que les autres puissent 
ommuniquer ave
 eux.L'intera
tion est mod�elis�ee dans le �-
al
ul par le passage de noms. Les nomssont les unit�es fondamentales du �-
al
ul ; en gros, ils repr�esentent des < 
anauxde 
ommuni
ation > lesquels sont utilis�e par les pro
essus pour interagir l'unave
 l'autre. La subtilit�e du �-
al
ul est dans le fait que 
es intera
tions n'ontelles-mêmes 
omme seul objet que des noms. Autrement dit, les noms sont �a lafois moyens de 
ommuni
ation et objets des 
ommuni
ations.Tout 
ela veut dire que les pro
essus du �-
al
ul interagissent entre eux d'unemani�ere qui peut sembler assez bizarre : la seule 
hose qu'ils sont 
apables de3



se 
ommuniquer est la possibilit�e même de 
ommuniquer ! La le�
on fondamen-tale que le �-
al
ul et les autre 
al
uls de passage de noms nous enseignentest que 
ette intera
tion, aussi simple qu'elle peut être, est en v�erit�e suÆsantepour mod�eliser en plein la mobilit�e des pro
essus. D'ailleurs tout �
a n'est pas si�etonnant quand on pense que la substitution d'un terme �a une variable est tout
e qu'il faut pour 
al
uler n'importe quoi. . .Passons don
 �a la d�e�nition formelle du �-
al
ul1. Comme on l'a d�ej�a dit, onsupposera avoir �a notre disposition un ensemble d�enombrable de noms, qu'onappellera par exemple x; y; z; : : : Ave
 
es noms, on va 
onstruire des objetssyntaxiques qu'on appelle pr�e�xes engendr�es par la grammaire 
i-dessous :� ::= xy ��� x(y)Une br�eve expli
ation de la signi�
ation des pr�e�xes peut se donner de la fa�
onsuivante :{ xy est le pr�e�xe d'�emission, ou �emetteur ; un terme 
ontenant 
e pr�e�xea la 
apa
it�e d'envoyer le nom y par le nom x.{ x(y) est le pr�e�xe de r�e
eption, ou r�e
epteur ; un terme 
ontenant 
e pr�e�xea la 
apa
it�e de re
evoir un nom quel
onque par le nom x (la signi�
ationde y sera expliqu�ee ult�erieurement).Maintenant, les termes du �-
al
ul sont engendr�es par la grammaire qui suit :P ::= 0 ��� �:P ��� P �� P ��� �z:P ��� !PEn g�en�eral, on appellera les termes du �-
al
ul tout simplement < pro
essus >.Voi
i une petite des
ription de leur signi�
ation informelle :{ 0 est le pro
essus nul ; 
'est un pro
essus qui ne peut rien faire.{ �:P est un pro
essus qui a la 
apa
it�e donn�ee par le pr�e�xe �, et il est enattente de r�ealiser 
elle-
i. Tant qu'il n'arrive pas �a la r�ealiser, il est dansun �etat de < blo
age >. Lorsqu'un pro
essus ait 
ette forme, on dira que� est son pr�e�xe gardien.{ P �� Q est un pro
essus dans lequel les pro
essus P et Q sont libre d'in-teragir entre eux. L'op�erateur j (
omposition, ou < parall�ele >) est don
 labase du parall�elisme dans le �-
al
ul, et il joue aussi un rôle fondamentaldans la repr�esentation de la 
on
urren
e, 
ar il n'y a pas d'intera
tion pos-sible entre deux pro
essus du �-
al
ul sans qu'ils soient amen�es ensemblepar j (on verra la r�egle d'intera
tion un peu plus loin).{ �z:P est un pro
essus dans lequel le nom z est < r�eserv�e >, 
'est �a dire zn'est 
onnu qu'�a l'int�erieur de P . L'op�erateur � s'appelle restri
tion, 
arson a
tion est 
elle de limiter le 
hamp d'a
tion d'un nom. Dans l'op�erateur� il y a la 
on
r�etisation de l'id�ee de lo
alisation dont on a parl�e tout �al'heure.{ !P est un pro
essus qui peut être 
opi�e un nombre illimit�e de fois.L'op�erateur !, qui est nomm�e r�epli
ation, rappelle l'exponentiel de la lo-gique lin�eaire ; 
'est justement 
ette derni�ere qui a inspir�e la notation uti-lis�ee.1En v�erit�e on en presentera i
i une version restreinte, limit�ee au fragment utilis�e pourrepr�esenter le �-
al
ul. Le le
teur est invit�e �a 
onsulter [SW01℄ pour une pr�esentation plusg�en�erale. 4



Une fois qu'on a introduit la syntaxe du �-
al
ul, il faut lui donner une dyna-mique, 
'est �a dire un ensemble de r�egles qui permettent aux termes d'interagiret don
 de repr�esenter un pro
essus de 
al
ul. Pour faire 
ela, on va d'abord�eliminer de la syntaxe les distin
tions inutiles. En fait, la r�edu
tion du �-
al
ulsera du même style que 
elle du �-
al
ul, dans le sens qu'elle sera bas�ee sur dessubstitutions. Chaque fois qu'on se trouve en fa
e d'une notion de substitution,on doit être 
apable de g�erer dans notre syntaxe le fait qu'il existe des o

ur-ren
es de variables (ou des noms, dans le 
as du �-
al
ul) dont la seule utilisationsera 
elle d'être rempla
�ees par quelque 
hose d'autre (par des termes dans le�-
al
ul, tandis qu'on verra plus loin que dans le �-
al
ul on n'a que le droit derempla
er un nom par un autre nom). Dans le �-
al
ul, 
omme dans le �-
al
ul,il y a don
 des o

urren
es de noms dont la seule 
hose qui importe est la position�a l'int�erieur du pro
essus, et non pas le < nom > e�e
tif. En parfaite analogieave
 le �-
al
ul, on dira alors que 
ertaines o

urren
es des noms d'un pro
es-sus sont li�ees, et puis on d�e�nira une relation d'�equivalen
e (l'�-�equivalen
e)qui nous permettra d'oublier les di��eren
es syntaxiques inutiles.Il existe une autre di��eren
e entre le �-
al
ul et le �-
al
ul : dans 
e dernier,le seul lieur de variables est le � ; dans le �-
al
ul, il en existe deux :D�e�nition 1.1 (Lieurs) Dans le pro
essus x(y):P , toute o

urren
e de y dansP est li�ee par le pr�e�xe de r�e
eption, 
'est �a dire x(y) est un lieur pour y(l'o

urren
e de y dans x(y) est dite liante) et sa port�ee est P .De même, dans le pro
essus �z:P , toute o

urren
e de z dans P est li�ee par larestri
tion, 
'est �a dire �z est un lieur pour z (l'o

urren
e de z dans �z estdite liante) et sa port�ee est P .Une fois qu'on a d�e�ni les lieurs, on peut d�e�nir l'ensemble des noms libre d'unpro
essus P , qu'on notera fn(P ) (
'est l'�equivalent de l'ensemble des variableslibres d'un �-terme T , que l'on appellera fv(T )).Maintenant on peut d�e�nir l'�-�equivalen
e, exa
tement 
omme dans le�-
al
ul :D�e�nition 1.2 (�-�equivalen
e) Soient P et Q deux pro
essus. On dira que Pest �-�equivalent �a Q (et vi
e-versa), et on �e
rira P '� Q, s'ils ne di��erent quepour un renommage d'o

urren
es liantes de noms et de toutes les o

urren
esli�ees 
orrespondants.A partir de 
e moment on 
onsid�erera, sans au
une ex
eption, les pro
essus du�-
al
ul �a �-�equivalen
e pr�es.Apr�es avoir d�e�ni l'�-�equivalen
e, on est d�ej�a en position de traiter la dyna-mique du �-
al
ul de fa�
on intuitive ; plus loin on s'o

upera de la d�e�nir for-mellement. D'abord, on introduira quelques 
onventions syntaxiques qui vontsimpli�er l'exposition, dont la justi�
ation formelle sera aussi donn�ee un peuplus loin :(a) On supposera que l'op�erateur de r�epli
ation a priorit�e syntaxique surn'importe quel autre op�erateur.(b) On va regarder les pro
essus du �-
al
ul et l'op�erateur < parall�ele >
omme formant un mono��de 
ommutatif ave
 �el�ement neutre 0 ; en
ons�equen
e, on oubliera sans sou
is toute parenth�eses dans des expres-sions 
omme P j Q j R.(
) On abr�egera une expression 
omme �x1:�x2 : : :�xn:P par�(x1; x2; : : : ; xn):P ou, en
ore plus simplement, �~x:P .5



(d) On notera la substitution des o

urren
es libres du nom x ave
 le nomy dans le pro
essus P par Pfy=xg.(e) Un pro
essus qui ne 
ontient que des pr�e�xes est for
ement de la forme�1 : : : �n:0 ; dans la suite, on oubliera souvent le 0 terminal, en sa
hantqu'il est toujours l�a sans ex
eption, et on �e
rira par exemple x(z):zy aulieu que x(z):zy:0.Ave
 
es 
onventions (et en v�erit�e ave
 des autres outils formels qu'on n'a pasen
ore vus), on peut montrer que tout pro
essus du �-
al
ul prend la forme�(z1; : : : ; zm): ��1:P1 �� : : : �� �k:Pk �� !Pk+1 �� : : : �� !Pn� (�)o�u les Pi sont des pro
essus de la même forme que 
elle 
i-dessus.L'id�ee �a la base de la r�edu
tion du �-
al
ul est intuitivement la suivante.Supposons que P soit un pro
essus du �-
al
ul, qui est don
 dans la forme qu'onvient de donner ; supposons en outre qu'il y ait deux pr�e�xes gardiens parmi les�i (appelons les �a et �b) tels que, par exemple, �a = xy, et �b = x(z), o�u x; y; zsont trois noms quel
onques, mais bien entendu x est le même nom soit dansle pr�e�xe �emetteur que dans le pr�e�xe r�e
epteur. Dans 
e 
as, 
es deux pr�e�xespeuvent r�ealiser leurs 
apa
it�es, 
'est �a dire l'un peut envoyer z et l'autre peutle re
evoir, et on dit alors qu'il y a syn
hronisation entre �a:Pa et �b:Pb.Lorsqu'on a �etabli que la 
ommuni
ation peut avoir lieu, la 
hose suivanteva se passer : en ayant r�ealis�e leurs 
apa
it�es, les pr�e�xes gardiens de �a:Pa et�b:Pb vont disparâ�tre, et l'e�et de la 
ommuni
ation va être une substitutiondans Pb, qui �etait le pro
essus gard�e par le pr�e�xe r�e
epteur. Plus pr�e
is�ement,on aura que �a:Pa va se transformer en Pa, tandis que �b:Pb va se transformeren Pbfy=zg. La r�edu
tion va don
 avoir la forme suivante :�(z1; : : : ; zm): �: : : �� xy:Pa �� : : : �� x(z):Pb �� : : :� �!�! �(z1; : : : ; zm): �: : : �� Pa �� : : : �� Pbfy=zg �� : : :�Quelques remarques : en premier lieu, rien n'interdit que le noms non li�es im-pliqu�es dans la 
ommuni
ation (�a savoir x et y) soient en fait des noms priv�es,
'est �a dire qu'ils apparaissent parmi les zi ; même dans 
e 
as, il n'y auraitau
une di��eren
e en 
e qui 
on
erne la r�edu
tion. Deuxi�emement, on n'a pasen
ore 
onsid�er�e les sous-pro
essus de P qui �eventuellement se trouvent sous uner�epli
ation. En e�et, même si la dynamique de base reste la même (un �emetteuret un r�e
epteur qui se syn
hronisent), la d�e�nition de la r�edu
tion en pr�esen
ede r�epli
ations n'est pas tout �a fait simple ; elle est pratiquement impossible �apr�esenter informellement dans sa g�en�eralit�e. On verra en suite qu'il faudra intro-duire un outil te
hnique parti
ulier (la 
ongruen
e stru
turelle) pour la traiterrigoureusement.N�eanmoins, �a partir de 
ette pr�esentation intuitive de la r�edu
tion du�-
al
ul on peut d�ej�a d�eduire quelques 
ara
t�eristiques fondamentales de sadynamique :{ La r�e
riture du �-
al
ul n'est pas 
on
uente. Il suÆt de 
onsid�ererl'exemple suivant : xy �� x(a):P �� x(b):QCe pro
essus admet deux r�eduits, �a savoir Pfy=ag et Qfy=bg, qui n'ontau
une raison d'être �egaux. 6



{ En g�en�eral, la r�edu
tion < 
onsomme > les termes, 
'est �a dire elle produitdes termes < plus petits > par rapport �a 
eux de d�epart. L'ex
eption im-portante sont les termes qui se trouvent au dessous d'une r�epli
ation ; 
en'est que grâ
e a 
et op�erateur qu'on peut fabriquer des pro
essus dont lar�edu
tion peut 
ontinuer en th�eorie �a l'in�ni, 
omme !xy �� !x(z).{ La r�edu
tion peut avoir lieu entre deux sous-pro
essus situ�es n'importeo�u �a l'int�erieur du même pro
essus, et 
ela 
on
orde ave
 l'id�ee que le�-
al
ul doit mod�eliser la mobilit�e. Toutefois, il y a des endroits o�u lar�edu
tion est interdite même s'il existe deux sous-pro
essus en th�eorie
apables d'interagir. En parti
ulier, au dessous d'un pr�e�xe, 
omme dansle pro
essus wu: �xy:P �� x(a):Q� �� z(b):Rqui n'a au
une r�edu
tion admissible, même s'il 
ontient un sous-pro
essus�emetteur et un sous-pro
essus r�e
epteur qui pourraient 
ommuniquer lelong du 
anal x. Comme on a d�ej�a soulign�e avant, les pr�e�xes < bloquent >le pro
essus dont ils sont gardiens jusqu'au moment o�u ils arrivent �a exer-
er leur 
apa
it�e. Dans 
e 
as, il n'y a personne 
apable de re
evoir le nomu le long du nom w, et don
 la partie gau
he du parall�ele reste dans un�etat de blo
age.Pro
�edons maintenant �a la d�e�nition formelle de la dynamique du �-
al
ul.Alors que dans le �-
al
ul il suÆt de d�e�nir une r�egle de r�edu
tion simpli��ee (la�0-r�edu
tion) et puis de l'�etendre par 
lôture r�e
exive, transitive et 
ontextuelle�a la r�egle g�en�erale, dans le �-
al
ul il faut suivre une appro
he un peu di��erente.En fait, �a 
ause de la nature parall�ele des pro
essus, on vient de voir que l'in-tera
tion ne peut pas être restreinte aux termes qui se trouvent < �a 
ôt�e > l'unde l'autre, 
omme dans le �-
al
ul, mais il faut qu'il soit possible pour deuxsous-termes d'interagir même si l'un se trouve < loin > de l'autre �a l'int�erieurdu terme qui les 
ontient. Toutefois, le le
teur pourra bien imaginer qu'il seraitin
royablement 
ompliqu�e de d�e�nir une intera
tion < �a distan
e > 
omme 
elleesquiss�ee pr�e
�edemment en utilisant la même m�ethode que pour le �-
al
ul (enparti
ulier par
e que, 
omme on l'a bien pu 
onstater dans l'exemple pr�e
�edent,la r�edu
tion du �-
al
ul ne passe pas au 
ontexte).En 
ons�equen
e, dans 
e 
adre l'appro
he < 
himique > de Berry et Boudolintroduit dans [BB92℄ est largement plus 
ommode. La dynamique du 
al
ulest don
 d�e
ompos�ee en deux parties : une partie < stru
turelle > qui d�etermine
omment les sous-termes d'un pro
essus peuvent < bouger > �a l'int�erieur dumême pro
essus ave
 le but de se trouver en position de pouvoir 
ommuni-quer, et une partie < d'intera
tion > qui d�e�nit la fa�
on exa
te ave
 laquelleles 
ommuni
ations ont lieu (une fois qu'elles sont devenues possibles grâ
e auxmouvements stru
turels).La premi�ere �etape sera don
 
elle de d�e�nir une 
ongruen
e stru
turelle surles pro
essus du �-
al
ul :D�e�nition 1.3 (Congruen
e stru
turelle) La 
ongruen
e stru
turelle,qu'on notera �, est la plus petite relation d'�equivalen
e sur les pro
essus du�-
al
ul (�a �-�equivalen
e pr�es) qui satisfait les �equations du tableau 1.1.On peut bien v�eri�er que la 
ongruen
e stru
turelle 
apture parfaitement les< mouvements > que les sous-pro
essus doivent faire pour garantir une inter-a
tion 
omme 
elle introduite informellement 
i-dessus. Par ailleurs, grâ
e �a la7



S
-
omp-asso
 P j (Q j R) � (P j Q) j RS
-
omp-ina
t P j 0 � PS
-
omp-
omm P j Q � Q j PS
-res �x:�y:P � �y:�x:PS
-res-ina
t �z:0 � 0S
-res-
omp �z:(P j Q) � P j �z:Q, z =2 fn(P )S
-rep !P � P j !PTab. 1.1 { Les �equations de la 
ongruen
e stru
turelle.R-interxy:P �� x(z):Q �! P �� Qfy=zgP �! Q R-parP j R �! Q j R P �! Q R-res�z:P �! �z:QP � P 0 P 0 �! Q0 Q0 � Q R-stru
tP �! QTab. 1.2 { Les r�egles de r�edu
tion du �-
al
ul.
ongruen
e stru
turelle on arrive �nalement �a 
omprendre la raison des 
onven-tions syntaxiques qu'on a faites tout �a l'heure. Par exemple, les S
-
omp-�justi�ent la stru
ture de mono��de que l'on a suppos�ee pour la 
onvention (b),alors que S
-res est �evidemment �a la base de la 
onvention (
), et ainsi de suite.Toutes ensemble, les �equations de la 
ongruen
e stru
turelle permettent aussi ded�emontrer que tout terme du �-
al
ul peut s'�e
rire dans la forme (�) ; en fait, onpeut maintenant formuler le r�esultat plus pr�e
is�ement en disant que tout termeest stru
turellement �equivalent �a un terme de la forme (�). En outre, les r�eglesde r�edu
tion qu'on verra un peu plus loin et l'�equation S
-rep formalisent le
omportement de l'intera
tion en pr�esen
e de r�epli
ations.On peut maintenant d�e�nir formellement la r�edu
tion du �-
al
ul :D�e�nition 1.4 (R�edu
tion) La r�edu
tion du �-
al
ul, not�ee �!, est la rela-tion d�e�nie par les r�egles du tableau 1.2.La r�edu
tion du �-
al
ul est don
 
onstitu�ee par une r�egle de base et troisr�egles qui servent �a < propager > l'a
tion de 
elle-
i �a des 
ontextes plus grands.En parti
ulier, dans la r�egle R-stru
t on voit bien 
omment la 
ongruen
estru
turelle joue un rôle fondamental dans la d�e�nition de la r�edu
tion. Enplus, on remarque qu'il n'existe pas de r�egle qui permettent d'e�e
tuer une8



r�edu
tion au dessous d'un pr�e�xe, et 
'est justement 
ela le 
omportement quela r�edu
tion doit avoir.Ave
 les quatre r�egles de r�edu
tion et la 
ongruen
e stru
turelle, on peutramener n'importe quelle intera
tion < �a distan
e > �a une intera
tion de type< lo
al >, dans le sens o�u les sous-termes qui interagissent sont syntaxiquement< �a 
ôt�e >. On obtient ainsi un 
al
ul qui se 
omporte de la fa�
on qu'on a d�e
riteinformellement, 
apable de repr�esenter la dynamique des pro
essus mobiles.Avant de laisser (temporairement) le sujet, il faut bri�evement introduire unepetite variante du �-
al
ul, qui sera 
elle que l'on utilisera en pratique. Cetteversion du 
al
ul s'appelle �-
al
ul polyadique, et la seule di��eren
e 
onsistedans la possibilit�e d'envoyer et re
evoir plusieurs noms en même temps (
'estjustement 
ette 
ara
t�eristique qu'on appelle polyadi
it�e).La syntaxe du 
al
ul est don
 modi��ee en �etendant les pr�e�xes d'�emissionet de r�e
eption pour qu'ils puissent envoyer et re
evoir un nombre arbitraire denoms : � ::= xhy1; : : : ; ymi ��� x(y1; : : : ; yn)La r�edu
tion reste d�e�nie de mani�ere identique, �a ex
eption de la r�egleR-inter, qui doit être substitu�ee par une version polyadique : R-interxhy1; : : : ; yni:P �� x(z1; : : : ; zn):Q �! P �� Qfy1=z1; : : : ; yn=zngC'est impli
ite dans la r�egle que l'arit�e de l'�emetteur et 
elle du r�e
epteur doiventn�e
essairement 
o��n
ider ; si les deux arit�es sont di��erentes, il n'y a pas d'inter-a
tion.

9



Chapitre 2Les strat�egies de r�edu
tiondans le �-
al
ulLe �-
al
ul, introduit par Alonzo Chur
h dans les ann�ees '30 et pour 
elabien 
onnu et �etudi�e depuis des dizaines d'ann�ees, est le formalisme d'ex
ellen
epour la mod�elisation de la programmation fon
tionnelle. Les di��eren
es 
l�e entrele �-
al
ul et le �-
al
ul peuvent être synth�etis�ees 
omme suit :� La r�edu
tion du �-
al
ul pr�evoit une substitution apparemment plus< forte > que 
elle du �-
al
ul : dans 
e dernier, tout 
e qu'on peut faireest substituer un nom par un autre nom, alors que dans le �-
al
ul on peutrempla
er une variable (l'�equivalent d'un nom) par un terme quel
onque.� Pourtant, la r�edu
tion du �-
al
ul est 
on
uente, au 
ontraire de 
elledu �-
al
ul, laquelle, 
omme on l'a vu, pr�esente des situations de non-
on
uen
e.� La programmation mod�elis�ee par le �-
al
ul est stri
tement s�equentielle,tandis que le �-
al
ul est express�ement 
on�
u pour repr�esenter des pro-
essus parall�eles.Même si la propri�et�e de Chur
h-Rosser garantit qu'en pr�esen
e de plusieursredex on peut 
hoisir n'importe lequel parmi eux sans 
hanger le r�esultat �nal dela r�edu
tion, 
e 
hoix a bien sûr des 
ons�equen
es si regard�e d'autres points devue. Par exemple, la longueur de la r�edu
tion peut �evidemment être 
onditionn�eepar les 
hoix faits pendant la r�edu
tion elle-même, jusqu'�a arriver �a des 
asextrêmes o�u 
ertains 
hoix 
onduisent �a la forme normal tandis que 
ertainesautres engendrent une suite de r�edu
tions in�nie.Par ailleurs, puisque le �-
al
ul est la base th�eorique de tous les langagesde programmation fon
tionnels, l'�etude de la �-r�edu
tion devient extrêmementimportant pour l'impl�ementation eÆ
a
e de 
es langages. En parti
ulier, lesordinateurs 
onventionnels �etant s�equentiels et d�eterministes (normalement iln'y a qu'un seul pro
esseur qui ne peut ex�e
uter qu'une seule instru
tion �ala fois), l'ex�e
ution d'un programme fon
tionnel 
orrespondant �a un �-termen�e
essite un 
hoix �a 
haque moment o�u se pr�esentent plusieurs possibilit�es der�edu
tion.En 
ons�equen
e, une partie importante de la th�eorie du �-
al
ul s'o

uped'�etudier 
e que l'on appelle strat�egies de r�edu
tion, 
'est �a dire m�ethodes for-melles qui �etablissent quel redex 
hoisir en pr�esen
e de plusieurs. Plus formelle-10



ment, une strat�egie de r�edu
tion est une sous-relation de la �-r�edu
tion.Un exemple de strat�egie de r�edu
tion, tr�es importante du point de vueth�eorique, est la r�edu
tion gau
he. Dans 
ette strat�egie, le redex 
hoisi esttoujours 
elui qui apparâ�t le plus �a gau
he dans le terme �a r�eduire. Si T ser�eduit en U par r�edu
tion gau
he, on �e
rira T � V pour souligner la strat�egieutilis�ee (même si �evidemment il reste toujours vrai que T ! U , o�u ! est la�-r�edu
tion 
onventionnelle). Voi
i par exemple la r�edu
tion d'un terme selon
ette strat�egie :(�xyz:x(yz))(�x:x)(�k:a)z � (�yz:(�x:x)(yz))(�k:a)z� (�z:(�x:x)((�k:a)z))z� (�x:x)((�k:a)z) � (�k:a)z � aLe r�esultat th�eorique fondamental 
on
ernant la r�edu
tion gau
he, que l'on�enon
era sans le d�emontrer, est le suivant :Th�eor�eme 2.1 La r�edu
tion gau
he d'un �-terme T termine ssi T est norma-lisable, 
.�a.d. il existe un terme normal N tel que T � N .La r�edu
tion gau
he est don
 une strat�egie < gagnante > pour la re
her
he dela forme normale d'un terme ; si elle existe, la r�edu
tion gau
he va sûrement latrouver.Les strat�egies d'int�erêt pratique les plus 
onnues sont sans doute la 
all byname (CBN) et la 
all by value (CBV) ; dans la suite, nous en 
onsid�ereronsaussi des autres, notamment la r�edu
tion de tête et la r�edu
tion lin�eaire de tête.2.1 La r�edu
tion de têtePour d�e�nir la r�edu
tion de tête on a besoin d'abord du r�esultat suivant :Proposition 2.2 Tout �-terme a la forme�x1 : : : xm:TU1 : : : Unave
 m � 0 et o�u T (qu'on appellera sous-terme de tête) est soit une variable(in
lue ou non parmi les xi), et alors n � 0, soit une abstra
tion, et alors n � 1 ;les Uj sont par 
ontre des termes quel
onque.Preuve. La preuve est une simple indu
tion sur les termes du �-
al
ul, qu'onne se donnera pas la peine de faire. �Dans le 
as o�u le sous-terme de tête est une variable, on dira que T est en formenormale de tête. Il est possible de montrer qu'un terme du �-
al
ul est normalsi et seulement si il est en forme normale de tête et tous les Uj sont eux-mêmesnormaux. En 
ons�equen
e, un terme normal est un terme < r�e
ursivement > enforme normale de tête.En revan
he, si le sous-terme de tête de T est l'abstra
tion �x:V , alors,puisque n � 1, T 
ontient for
ement au moins le redex (�x:V )U1, et il n'estdon
 pas normal. On appellera 
e redex le redex de tête de T .On a maintenant tous les �el�ements pour d�e�nir la r�edu
tion de tête :11



�(�x:T )U !N TfU=xgT !N T 0 �TU !N T 0UTab. 2.1 { Les r�egles de r�edu
tion pour la 
all by nameD�e�nition 2.1 (R�edu
tion de tête) La r�edu
tion de tête est la strat�egie quir�eduit toujours le redex de tête ; s'il n'y a pas de redex de tête, la strat�egie nefait au
une r�edu
tion. Si T ! T 0 par r�edu
tion du redex de tête de T , on �e
riraT !H T 0.Un terme en forme normale de tête est don
 normal par rapport �a 
ette strat�egiede r�edu
tion.La r�edu
tion de tête est �evidemment une sous-strat�egie de la r�edu
tiongau
he, 
ar si un terme T 
ontient un redex de tête, 
e
i est for
ement le redexle plus �a gau
he de T ; par 
ontre, l'existen
e d'un redex (et don
 l'existen
edu redex le plus �a gau
he) n'implique nullement la pr�esen
e du redex de tête(il suÆt de penser �a un terme non-normal mais en forme normale de tête). Ene�et, on peut voir la r�edu
tion gau
he 
omme une < it�eration > de la r�edu
tionde tête.La 
all by name (CBN) n'est rien d'autre qu'une sous-strat�egie de lar�edu
tion de tête, appel�ee aussi r�edu
tion de tête faible. Comme le dit 
e der-nier nom, la CBN est un a�aiblissement de la r�edu
tion de tête, qui 
onsiste �ar�eduire le redex de tête seulement si m = 0 (voir proposition 2.2), 
'est �a diresi le redex de tête ne se trouve au dessous d'au
une abstra
tion. Par exemple,le terme �z:(�x:x)y est normal du point de vue de la r�edu
tion de tête faible.La 
all by name peut se d�e�nir formellement en introduisant des r�egles der�edu
tion sur les termes du �-
al
ul, pareillement �a 
e qu'on a vu dans le 
adredu �-
al
ul :D�e�nition 2.2 (R�edu
tion de tête faible (Call by Name)) Lar�edu
tion de tête faible, ou 
all by name, est la relation sur les termesdu �-
al
ul d�e�nie par les r�egles du tableau 2.1 ; on la notera par !N.Dans la r�edu
tion de tête faible, on 
onsid�ere les termes du �-
al
ul 
ommedes fon
tions appliqu�ees �a des arguments ; le terme le plus �a gau
he est la fon
-tion, les autres �a droite sont les arguments. Si un terme est une abstra
tion, onle 
onsid�ere 
omme une fon
tion �a laquelle personne n'a donn�e d'arguments, etdon
 on n'a rien �a r�eduire. En fait, la seule 
hose qu'on peut faire pour r�eduire unterme est de soumettre �a la fon
tion (
.�a.d. au sous-terme le plus �a gau
he) 
esarguments, sans possibilit�e de les �evaluer avant. C'est justement 
ela qui donnele nom 
all by name �a la strat�egie : les arguments sont pass�es aux fon
tions parnom, leur valeur n'�etant pas 
onsid�er�ee.Dans les langages de programmation il existe une autre possibilit�e pour
e qui 
on
erne le passage des arguments aux fon
tions, 
e qu'on appelle 
allby value (CBV). Dans la CBV, on ne passe pas aux fon
tions le < nom > des12



V valeur �V(�x:T )V !V TfV=xgT !V T 0 �TU !V T 0U U !V U 0 �VV U !V V U 0 (V valeur)Tab. 2.2 { Les r�egles de r�edu
tion pour la 
all by valuearguments (qui dans les impl�ementations r�eelles est habituellement un pointeur)mais plutôt leur valeur. Cela implique que les arguments doivent être �evalu�esavant d'être pass�es �a la fon
tion qui les attend.Il est bien possible de formaliser tout 
ela dans le �-
al
ul, au moyen d'unestrat�egie de r�edu
tion que l'on appelle justement 
all by value :D�e�nition 2.3 (Call by Value) Appelons valeurs les �-termes qui sont soitdes variables, soit des abstra
tions, 
.�a.d., si x est une variable, alors x est unvaleur, et �x:T est un valeur quel que soit le �-terme T .La r�edu
tion 
all by value est la relation sur les termes du �-
al
ul, que l'onnotera !V, d�e�nie par les r�egles du tableau 2.2.On pourrait se demander si, entre CBN et CBV, il existe une strat�egie<meilleure > que l'autre, par exemple en termes de nombre d'�etapes n�e
essairespour arriver �a la forme normale. En absolu, la r�eponse est n�egative ; au
unestrat�egie n'est < mieux > que l'autre. En parti
ulier, la CBN se r�ev�ele plus eÆ-
a
e lorsqu'il y ait des e�a
ements dans la r�edu
tion, 
'est �a dire lorsqu'il y aitdes arguments qui ne sont pas utilis�es par une fon
tion ; en revan
he, la CBVest plus eÆ
a
e lorsqu'il y ait des dupli
ations �a faire, 
'est �a dire s'il y a desarguments qui sont utilis�es plusieurs fois par une même fon
tion.Les exemples suivants montrent les deux di��erentes situations. Soit I = �x:x.Dans (�x:y)(III) l'argument III n'est pas utilis�e par la fon
tion �x:y ; en
ons�equen
e, la strat�egie CBN prend moins d'�etapes que la CBV pour arriver �ala forme normale :(�x:y)(III) !N y(�x:y)(III) !V (�x:y)(II)!V (�x:y)I !V yCe ph�enom�ene est en
ore plus �evident dans le terme (�x:y)(��), o�u � = �x:xx ;dans 
e 
as, la strat�egie CBN trouve la forme normale en une seule �etape, alorsque la CBV 
ontinue la r�edu
tion �a l'in�ni.Consid�erons maintenant le terme �(III). Dans 
e 
as, l'argument III estutilis�e deux fois par �, et don
 
'est plus eÆ
a
e de l'�evalu�e avant de le soumettre�a la fon
tion :�(III)!N III(III)!N II(III)!N I(III)!N III !N II !N I�(III)!V �(II)!V �I !V II ! IEn modi�ant l'argument de � en IIy, on arrive aussi �a 
onstruire un exemplequi inverse en quelque sens la situation de l'exemple de non-termination que13



l'on a donn�e 
i-dessus ; en fait, dans 
e 
as la strat�egie CBV arrive bien �a laforme normale yy, tandis que la strat�egie CBN s'arrête �a une forme normale detête qui n'est pas normale, �a savoir y(IIy).2.2 La r�edu
tion lin�eaire de têteLa r�edu
tion lin�eaire de tête (rlt), introduite dans [DR96℄ et trait�ee demani�ere plus d�etaill�ee dans [DR03℄, est une strat�egie de r�edu
tion inspir�ee parla normalisation des r�eseaux de preuve de la logique lin�eaire ([Gir87℄). En v�erit�e,la r�edu
tion lin�eaire de tête n'est pas une vraie strat�egie de r�edu
tion, 
ar ses�etapes �el�ementaires ne sont pas des �-r�edu
tions. En parti
ulier, la rlt n'arrivepas �a trouver de termes normaux, et même pas de termes en forme normale detête.Pour introduire formellement la rlt il faut d'abord donner quelquesd�e�nitions. Dans la suite, on notera par [a1; : : : ; an℄ la liste 
ontenant les�el�ements a1; : : : ; an et dont l'�el�ement de tête est a1 ; la liste vide sera not�ee[℄ et le 
onstru
teur de listes sera not�ee ::, 
.�a.d. a :: [b℄ = [a; b℄. En outre, onsupposera que 
haque variable li�ee a un nom di��erent ; par exemple le terme ��sera suppos�e être �e
rit (�x:xx)�y:yy. Ce
i nous permettra d'indiquer ave
 desindi
es les di��erentes o

urren
es des variables li�ees ; par exemple, pour �� ona (�x:x0x1)�y:y0y1. Finalement, par T hU=xii on notera le terme T dans lequelon n'a substitu�e le terme U qu'�a la seule o

urren
e xi de x ; par exemple((�xy:x0(x1y))�z:z0)h�z:z=x0i = (�xy:(�z0:z00)(x1y))�z:z0o�u on a aussi e�e
tu�e de l'�-
onversion automatiquement.D�e�nition 2.4 (Sous-termes spinaux) Les sous-termes spinaux d'un�-terme sont des sous-termes de T d�e�nis r�e
ursivement de la fa�
on suivante :{ T est un sous-terme spinal de lui-même.{ Si T = UV ou T = �x:U , alors les sous-termes spinaux de U sont dessous-termes spinaux de T aussi.D�e�nition 2.5 (Liste des lambda de tête et redex premiers) La listedes lambda de tête d'un �-terme T , d�enot�ee �h(T ), est une liste [�x1; : : : ; �xn℄d'abstra
tions spinales de T ; les redex premiers de T sont des 
ouples (�x;A)o�u �x est une abstra
tion spinale de T et A est un sous-terme argument de T .Les deux sont d�e�nis par indu
tion sur T :{ Si T est une variable alors �h(T ) est vide et T n'a au
un redex premier.{ Si T = UV alors on a deux sous-
as :{ Si �h(U) = [℄ alors �h(T ) est vide aussi et les redex premiers de T sont
eux de U .{ Si �h(U) = �x :: � alors �h(T ) = � et les redex premiers de T sont 
euxde U ave
 l'ajout de (�x; V ).{ Si T = �x:U alors �h(T ) = �x :: �h(U) et les redex premiers de T sont
eux de U .D�e�nition 2.6 (Ovette et ho
 redex) Chaque �-terme T a exa
tement unsous-terme spinal qui est une o

urren
e de variable ; on d�enotera 
ette o

ur-ren
e vh(T ) et on l'appellera ovette (en anglais head o

urren
e, ho
). Soitmaintenant T un terme tel que vh(T ) = x0 ; alors le redex premier (�x;A), s'ilexiste, sera appel�e ho
 redex. 14



Chaque terme 
ontient au plus un ho
 redex ; si T ne 
ontient pas d'ho
 redex,on dira que T est en forme quasiment-normale de tête.On est en�n en position de d�e�nir la r�edu
tion lin�eaire de tête :D�e�nition 2.7 (R�edu
tion lin�eaire de tête) Soit T un �-terme n'�etant pasen forme quasiment-normale de tête, et soient (�x;A) et x0 resp. l'ho
 redex etl'ovette de T . Alors, le r�eduit T 0 de T par r�edu
tion lin�eaire de tête est le termeT 0 = T hA=x0iAutrement dit, on substitue A �a l'ovette et on laisse le reste de T in
hang�e. Onnotera 
ette op�eration ave
 T !HL T 0.Voi
i la r�edu
tion du terme (�f:f(fx))�y:y par r�edu
tion lin�eaire de t�ete :(�f:f(fx))�y:y !HL (�f:(�y0:y0)(fx))�y:y!HL (�f:(�y0:fx)(fx))�y:y!HL (�f:(�y0:(�y00:y00)x)(fx))�y:y!HL (�f:(�y0:(�y00:x)x)(fx))�y:yRemarquons d'abord que la taille des termes ne d�e
rô�t jamais par rlt ; elle peut�a la limite rester la même lorsqu'on substitue l'ovette par une autre o

urren
ede variable. En outre, on voit bien qu'au
une �etape de la r�edu
tion ne 
orrespond�a une �etape de �-r�edu
tion, mais pourtant les r�eduits sont tous �-�equivalents.On peut en e�et montrer le r�esultat suivant, qui relie la r�edu
tion lin�eairede tête �a la r�edu
tion de tête :Th�eor�eme 2.3 (Danos-Regnier) Si T 0 est le r�eduit de T par rlt, alors T etT 0 sont �-�equivalents.Si T est en forme quasimant-normale de tête et n est le nombre de ses redexpremiers, alors la r�edu
tion de tête 
onduira �a une forme normale de tête dansexa
tement n �etapes.Si T est un terme quel
onque, la r�edu
tion lin�eaire de tête de T termine siet seulement si la r�edu
tion de tête de T termine.Preuve. Voir le th�eor�eme 1 de [DR03℄. �La dynamique de la r�edu
tion lin�eaire de tête est 
aptur�ee par sa suite desubstitutions :D�e�nition 2.8 (Suite de substitutions) Soit T = T0 un terme et T1; T2; : : :la suite (�eventuellement in�nie) de ses r�eduits su

essifs par rlt. On appellesuite de substitutions de T , d�enot�ee Sub�(T ), la liste [(z0; A1); (z1; A2); : : :℄ o�ules zi et les Ai sont respe
tivement des o

urren
es de variables de T et dessous-termes argument de T tels que pour tout i l'ovette de Ti est un r�esidu dezi et l'argument de l'ho
 redex de Ti est un r�esidu de Ai+1.Dans l'exemple 
i-dessus, si on �e
rit le terme �a r�eduire 
omme (�f:f0(f1x))�y:y0,la suite de substitutions est[(f0; �y:y); (y0; fx); (f1; �y:y); (y0; x)℄Comme le montre le th�eor�eme 2.3, la rlt est don
 beau
oup reli�e �a lar�edu
tion de tête. Toutefois, si on 
onsid�ere la version faible de la r�edu
tion15



de tête (i.e. la strat�egie CBN), 
e n'est pas diÆ
ile de montrer que les deuxsont orthogonales sous 
ertains aspe
ts. Par exemple, 
onsid�erons le termeT = �x:(�yz:yz)A ; on a�x:(�yz:yz)A!HL �x:(�yz:Az)Aet don
 il y a au moins (y;A) dans la suite de substitutions de T . Par 
ontre,puisque T est une abstra
tion, la r�edu
tion de tête faible ne fait au
une substi-tution.On peut alors d�e�nir la version de la r�edu
tion lin�eaire de tête 
orrespondant�a la 
all by name :D�e�nition 2.9 (R�edu
tion lin�eaire de tête faible) La r�edu
tion lin�eairede tête faible, que l'on notera !WHL, est une sous-relation de !HL tel queT !WHL T 0 ssi T !HL T 0 et �h(T ) = [℄.Don
 si la liste des lambda de tête d'un terme T n'est pas vide, T est normal parrapport �a la r�edu
tion lin�eaire de tête faible, et 
ela implique �evidemment queSub�(T ) = [℄ (dans la suite on utilisera la notation Sub�(�) aussi pour la suitede substitutions de la r�edu
tion lin�eaire de tête faible d'un terme, 
ar �a partirde 
e moment on ne 
onsid�erera pratiquement que 
ette version de la strat�egie).
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Chapitre 3Traduire le �-
al
ul dans le�-
al
ul3.1 La tradu
tion de MilnerDans [Mil92℄, Robin Milner a introduit la premi�ere tradu
tion du �-
al
uldans le �-
al
ul, en montrant que 
e dernier, même si �equip�e d'une r�egle der�edu
tion dont la substitution semble plus < faible > que 
elle du �-
al
ul, esten v�erit�e de la même puissan
e expressive.Il faut 
ependant dire que le �-
al
ul ne peut pas, au moins apparemment,simuler la dynamique de r�edu
tion du �-
al
ul de fa�
on 
ompl�ete ; en fait, quandon parle de < traduire > le �-
al
ul dans le �-
al
ul, on est vraiment en trainde dire que 
'est possible de simuler dans le �-
al
ul une 
ertaine strat�egie der�edu
tion du �-
al
ul. En parti
ulier, les strat�egies 
onsider�ees au debut parMilner furent les deux les plus 
onnues, 
'est �a dire la 
all by name et la 
all byvalue. Aujourd'hui, on sait que pratiquement toute strat�egie d�e�nissable dansle �-
al
ul peut être simul�ee dans le 
adre du �-
al
ul (voir [SW01℄ pour uneexposition d�etaill�ee des di��erents r�esultats trouv�es jusqu'�a pr�esent). Des deuxtradu
tions fournies dans [Mil92℄, on est int�eress�es �a la tradu
tion de la strat�egie
all by name, 
ar 
ette derni�ere est tr�es li�ee �a la r�edu
tion lin�eaire de tête et �a lama
hine de Krivine, lien qui sera �etabli aussi pour le �-
al
ul dans la pro
hainese
tion.On introduira alors dans la suite la tradu
tion de Milner CBN, que l'onnotera J�K, i.e. si T est un �-terme, on d�e�nira une pro
�edure pour 
onstruireun pro
essus JT K du �-
al
ul dont la r�edu
tion simule l'�evaluation de T sous lastrat�egie 
all by name.Les pro
essus que l'on obtiendra seront en v�erit�e d�ependants d'un pa-ram�etre ; plus formellement, si fv(T ) = A, on aura fn(JT K) = A [ fug, o�u u estun nom 
orrespondant �a une variable du �-
al
ul que l'on suppose jamais utilis�edans au
un �-terme. En fait, �a partir de maintenant on supposera que l'ensembledes noms du �-
al
ul est partitionn�e en deux sous-ensembles, l'un 
ontenant desnoms qu'on notera x; y; z; : : : et qu'on 
onsid�erera 
o��n
idant ave
 l'ensembledes variables du �-
al
ul, l'autre 
ontenant des noms qu'on notera u; v; w; : : : etqui �evidemment sera 
ompl�etement disjoint de l'ensemble des �-variables. A 
emoment, pour souligner la pr�esen
e de 
e param�etre dans les tradu
tions des17



�-termes, on ajoutera souvent le nom qui repr�esente le param�etre juste �a 
ôt�edu pro
essus, 
omme par exemple JT Ku ; dans 
e 
as, l'�e
riture JT Kv d�enoterale même pro
essus auquel on a rempla
�e toute o

urren
e de u ave
 v. Ce pa-ram�etre peut être vu 
omme le < 
anal de 
ommuni
ation > qui est l'objet del'intera
tion du pro
essus ave
 les autres pro
essus ; dans JT Ku, soit u est le nompar lequel JT K peut envoyer ou re
evoir quelque 
hose, soit il est l'objet mêmede la 
ommuni
ation, 
'est �a dire u est le nom envoy�e par JT K lorsqu'il y a lapossibilit�e pour JT K d'interagir.Commen�
ons par d�e�nir un pro
essus parti
ulier, qui n'est la tradu
tiond'au
un �-terme mais qui sera fondamental pour la d�e�nition de la tradu
tion.On appellera 
e pro
essus assignation :[x := T ℄ def= !x(u):JT Kuo�u T est un �-terme et x une variable. La signi�
ation de l'assignation est lasuivante : la tradu
tion du terme T est mise �a disposition des autres pro
essusau moyen d'une < requête > envoy�ee sur le 
anal x. Le terme T est don
 devenuune esp�e
e de ressour
e assign�ee (ou < lo
alis�ee >) �a x, 
'est �a dire une ressour
edont l'utilisation peut être demand�ee en envoyant un nom le long du 
anal x ;
e nom sera en suite le moyen de 
ommuni
ation utilis�e par le pro
essus qui aeu a

�es �a T et par T lui-même.Ce
i est un exemple typique du genre de mobilit�e exprimable dans le�-
al
ul : un pro
essus serveur est en attente d'une requête par un pro
essus
lient ; 
e dernier, en 
onnaissant le 
anal de 
ommuni
ation sur lequel le serveurattend un signal, envoie sur 
e 
anal une requête �a laquelle le serveur r�epondave
 une sorte de < 
l�e > (un autre 
anal de 
ommuni
ation) qui donne a

�es �aune 
opie de la ressour
e fourni par le serveur lui-même. A 
e moment, le 
lientpeut exploiter la ressour
e en utilisant le 
anal re�
u, et quelqu'un d'autre peutenvoyer une autre requête au serveur, qui doit don
 toujours être 
apable defournir des 
opie de sa ressour
e ; 
e
i justi�e la pr�esen
e de la r�epli
ation dansla d�e�nition du pro
essus assignation1.La tradu
tion de Milner CBN JT Ku d'un �-terme T est �a 
e momentd�e�nissable par indu
tion sur T :JxKu def= xuJ�x:T Ku def= u(x; v):JT KvJTUKu def= �(z; v): �JT Kv �� vhz; ui: [z := U ℄�Dans la tradu
tion de l'appli
ation, z est un nom < frais >, n'apparaissant libreni dans T ni dans U (v l'est automatiquement �a 
ause de la partition 
onven-tionnelle que l'on �a faite sur les noms du �-
al
ul).La raison �a la base de 
e 
hoix pour la tradu
tion des �-termes sera plus
laire apr�es les remarques suivants. Consid�erons le redex (�x:T )U . Sa tradu
tionest J(�x:T )UKu = �(z; v): �v(x;w):JT Kw �� vhz; ui: [z := U ℄�Apr�es une �etape d'intera
tion on arrive �a�z: �JT Kfz=xgu �� [z := U ℄�1Si on n'utilise pas la r�epli
ation dans l'assignation, on obtient une tradu
tion du �-
al
ulaÆne. 18



et don
, �a �-�equivalen
e pr�es, on aJ(�x:T )UKu �! �x: �JT Ku �� [x := U ℄�La tradu
tion du redex (�x:T )U se r�eduit don
 en un pro
essus dans lequella r�edu
tion peut 
ontinuer dans T et en même temps il y a eu la 
r�eationd'une nouvelle ressour
e, qui a assign�e l'argument U �a la variable x. Autrementdit, la substitution de U �a toute o

urren
e li�ee de x qui aurait eu lieu ave
 la�-r�edu
tion est simul�ee par l'apparition de l'assignation [x := U ℄. Jusqu'�a i
i, onn'a en
ore fait au
une vraie substitution ; on a tout simplement < enregistr�e >le lien entre le terme U et la variable qui le repr�esentera �a partir de 
e moment.La vraie substitution a lieu lorsqu'on tombe sur la tradu
tion de la variablex elle-même. Celle-
i est, �a l'int�erieur de JT Ku, le sous-pro
essus xv (o�u v seraun nom priv�e introduit par une appli
ation ou bien le nom u lui-même) : il s'agitdon
 d'un pro
essus qui envoie un nom le long du nom x. Cela peut être vue
omme une < re
her
he > de la valeur de x ; en fait, si pendant l'�evaluation 
allby name d'un terme on tombe sur une variable, on en doit for
ement 
onnâ�trela valeur, sinon l'ex�e
ution va s'arrêter2. C'est exa
tement 
ela qui se passedans la tradu
tion de Milner : xv essaie d'envoyer un nom sur le 
anal x ;s'il n'y a personne �a l'�e
oute, il n'y a pas d'intera
tion possible et l'ex�e
utiontermine. Sinon, s'il y a eu (
omme dans l'exemple) une intera
tion qui a < 
r�e�e >l'assignation [x := U ℄, alors il y a bien quelqu'un qui peut re
evoir le nom envoy�epar xv ; 
e quelqu'un l�a est justement le pro
essus d'assignation !x(w):JUKw, quiinteragit en mettant �a disposition une 
opie de JUK, laquelle peut utiliser le nomv pour 
ontinuer l'ex�e
ution du terme.Il n'y a don
 que deux types d'intera
tion possibles dans un pro
essus du�-
al
ul qui r�esulte de la tradu
tion d'un �-terme :D�e�nition 3.1 (�-assignation et �-substitution) Dans un pro
essus du�-
al
ul qui est la tradu
tion d'un �-terme, les deux types d'intera
tion quesa r�edu
tion 
omporte seront appel�es 
omme suit :�-assignation C'est l'�etape de r�edu
tion dans lequel la tradu
tion d'une abs-tra
tion interagit ave
 la tradu
tion de l'argument d'une appli
ation :�(z; v; : : :): �v(x;w):P �� vhz; ui: [z := A℄ �� : : :� �!�! �(z; : : :): �Pfz=x; u=wg �� [z := A℄ �� : : :�Apr�es 
ette intera
tion, on dira que z est le r�esidu de x, et toute o

urren
ede z sera don
 un r�esidu d'une o

urren
e de x.�-substitution C'est l'�etape de r�edu
tion dan lequel la tradu
tion d'une va-riable interagit ave
 un pro
essus d'assignation :�(z; : : :): �zu �� [z := A℄ �� : : :� �! �(z; : : :): �JAKu �� [z := A℄ �� : : :�A 
haque �etape de �-substitution qui a lieu �a l'int�erieur de la tradu
tiond'un �-terme T on peut asso
ier un 
ouple form�ee par une o

urren
e devariable de T et par un sous-terme argument de T , de la mani�ere suivante :si l'o

urren
e de z dans zu est le r�esidu de l'o

urren
e x0 de x dans T ,on assignera �a 
ette �-substitution le 
ouple (x0; A).2Rappelons qu'un terme du genre xU1 : : : Un est normal du point de vue de la CBN, 
ar lavaleur de x est in
onnue et on ne sait pas 
omment se 
omporter par rapport aux argumentsU1; : : : ; Un. 19



Si le pro
essus P se r�eduit en Q au moyen d'un nombre quel
onque de�-assignations, mais sans e�e
tuer au
une �-substitution, on �e
rira P  Q.L'op�eration de substitution du �-
al
ul est don
 rempla
�ee i
i par deuxop�erations plus �el�ementaires : la �-assignation, qui pr�evoit des substitutionsde noms par des autres noms (et non pas de variables par des termes) et qui
ause l'assignation d'un terme �a un nom, et la �-substitution, qui r�e
up�ere leterme assign�e pour son utilisation ult�erieure.La relation entre la tradu
tion J�K et le �-
al
ul 
all by name est donn�ee parle r�esultat suivant :Th�eor�eme 3.1 (Milner) Pour tout �-terme T , la r�edu
tion de JT Ku estd�eterministe (
.�a.d. il y a au plus une r�edu
tion possible �a 
haque �etape), eton a l'un des deux 
as suivants :i. T !N T 0 et JT Ku �! P 0, o�uT 0 '� UfA1=z1; : : : ; An=znget P 0 � �(z1; : : : ; zn): �JUKu �� [z1 := A1℄ �� : : : �� [zn := An℄�ii. La r�edu
tion CBN de T et la r�edu
tion de JT Ku divergent.Preuve. Voir le th�eor�eme 4.6 de [Mil92℄. �La 
orrespondan
e ave
 la strat�egie CBN n'est don
 pas tout �a fait exa
te.En g�en�eral, la simulation de l'ex�e
ution 
all by name d'un terme T n'arrivepas �a sa forme normale U (bien entendu, normale par rapport toujours �a laCBN) ; au 
ontraire, elle laisse des substitution �a faire, en faisant lesquelleson peut �nalement obtenir U . La 
orrespondan
e aurait �et�e exa
te si on avaitJT Ku �! JUKu, mais 
ela n'est pas garanti par le th�eor�eme 3.1, et 
e n'est pasdiÆ
ile de v�eri�er que 
e n'est pas vrai en g�en�eral.En revan
he, la dynamique qui se d�eroule dans le �-
al
ul lorsqu'on simulela r�edu
tion d'un �-terme ave
 la tradu
tion de Milner est beau
oup plus pro
hed'une autre strat�egie d'ex�e
ution que l'on a vue : la r�edu
tion lin�eaire de tête.En fait, dans la pro
haine se
tion on s'o

upera de montrer l'existen
e d'une
orrespondan
e exa
te entre l'ex�e
ution des �-termes simul�ee par la tradu
tionde Milner et la r�edu
tion lin�eaire de tête faible.3.2 Le �-
al
ul et la r�edu
tion lin�eaire de têteOn va d'abord d�e�nir l'analogue dans le �-
al
ul de la suite de substitutionsde la r�edu
tion lin�eaire de tête faible :D�e�nition 3.2 (Suite de �-substitutions) La suite de �-substitutions d'unpro
essus JT K, d�enot�ee Sub�(T ) et souvent appel�ee tout simplement suite desubstitutions, est une liste [(z0; A0); (z1; A1); : : :℄ 
ontenant les 
ouples asso
i�ees�a 
haque �etape de �-substitution e�e
tu�ee dans l'ex�e
ution de JT K (d�e�nition3.1), dans l'ordre o�u 
es substitutions ont lieu.Remarquons que la suite de �-substitutions est bien d�e�nie grâ
e au th�eor�eme3.1, qui garantit que la r�edu
tion de la tradu
tion d'un �-terme est d�eterministe,et don
 il n'y qu'un seul ordre possible pour les �-substitutions.20



Dans la suite, on s'o

upera de montrer que, pour n'importe quel �-terme T ,Sub�(T ) = Sub�(T ) (o�u Sub�(T ) est la suite de substitutions de T par r�edu
tionde tête faible).Commen�
ons par une d�e�nition :D�e�nition 3.3 (Hauteur et sous-termes de hauteur i) On d�e�nit lahauteur d'un �-terme T (not�ee h(T )) par r�e
urren
e sur T :� Si T est une variable, h(T ) = 0.� Si T est une abstra
tion, 
'est �a dire T = �x:U , alorsh(T ) = � h(U) si U = �y:Vh(U) + 1 si U = V W ou U = y� Si T est une appli
ation, 
'est �a dire T = UV , alors h(T ) = h(U).Si i est un entier non n�egatif plus petit ou �egal �a h(T ), on appellera sous-termede hauteur i de T le plus grand sous-terme spinal U de T tel que h(U) = i ; onnotera 
e terme T (i).Intuitivement, la hauteur d'un terme T est le nombre d'alternan
es �-� ou �-variable 
ontenues dans l'�epine dorsale de T . Sur la stru
ture des sous-termesde hauteur i d'un �-terme on peut montrer la proposition suivante :Proposition 3.2 Soit T un �-terme tel que h(T ) = n. Alors on aT (0) = xA0;1 : : : A0;k0et, pour tout entier i positif plus petit ou �egal �a n,T (i) = (�xi;1 : : : xi;pi :T (i�1))Ai;1 : : : Ai;kio�u les pi et les ki sont tous non-nuls sauf �eventuellement k0 et kn.Preuve. Par r�e
urren
e sur la hauteur de T . Si h(T ) = 0, 
'est 
lair que laforme de T (0) (qui dans 
e 
as est T lui-même) ne peut qu'être 
elle donn�eedans la th�ese, ave
 k0 �eventuellement nul. En revan
he, si h(T ) = n+1, on saitpar hypoth�ese de r�e
urren
e que T (n) est de la forme voulue ; or T ne peut pasêtre une variable, don
 il n'y a que les deux possibilit�es suivantes :�. T 
ommen
e par une abstra
tion, et don
 sa forme la plus g�en�erale estT = T (n+1) = �x1 : : : xp:U , o�u U est un terme qui ne 
ommen
e pas parune abstra
tion ; mais alors U est �evidemment le plus grand sous-termespinal de T tel que h(U) = n, don
 U = T (n), et la th�ese est v�eri��ee ave
kn+1 = 0 (rappelons que kh(T ) peut bien être nul).�. T 
ommen
e par une appli
ation, et il est don
 de la forme(�x1 : : : xp:U)A1 : : : Ak , ave
 p; k > 0 et o�u U est en
ore une fois un termequi ne 
ommen
e pas par une abstra
tion ; mais alors on a toujours, pard�e�nition, U = T (n). �Corollaire 3.3 Tout terme du �-
al
ul s'�e
rit de la forme T (n), o�u T (n) est unterme d�e�ni par r�e
urren
e de la fa�
on suivante :T (0) = xA0;1 : : : A0;k0T (i+1) = (�xi+1;1 : : : xi+1;pi+1 :T (i))Ai+1;1 : : : Ai+1;ki+121



o�u n est la hauteur du terme, x une variable, les Ai;j des termes quel
onques etles pi et les ki des entiers stri
tement positif sauf �eventuellement k0 et kn.Les suites d'entiers que l'on a jusqu'�a 
e moment appel�ees pi et ki 
a-ra
t�erisent la stru
ture de l'�epine dorsale des termes du �-
al
ul ; on va don
d�e�nir une mani�ere synth�etique pour les indiquer :D�e�nition 3.4 Soient T un terme de hauteur n, 1 � i � n etT (0) = xA0;1 : : : A0;k0et T (i) = (�xi;1 : : : xi;pi :T (i�1))Ai;1 : : : Ai;kirespe
tivement les sous-termes de hauteur z�ero et i de T . On pose, par d�e�nition,℄0�(T ) = 0℄i�(T ) = piet ℄0�(T ) = k0℄i�(T ) = kiEn outre, pour tout j tel que 0 � j � n, on pose℄j�(T ) = ℄j�(T )� ℄j�(T )Cette notation a �et�e 
hoisie en 
onsid�erant le fait que ℄i�(T ) (resp. ℄i�(T )) est lenombre de � (resp. �) 
ons�e
utifs qui se trouvent dans l'�epine dorsale de T �a lahauteur i.Normalement, pour un terme quel
onque T , tout 
e qu'on peut dire surles suites ℄� et ℄� est que, pour 1 � i � h(T ), ℄i�(T ) � 1, tandis que pour1 � i � h(T )� 1, ℄i�(T ) � 1 mais par 
ontre ℄0�(T ); ℄h(T )� (T ) � 0. Au 
ontraire,on va voir maintenant que si T est un terme dont la liste des lambda de tête estvide, les deux suites ont une propri�et�e bien parti
uli�ere :Lemme 3.4 Soit T un �-terme. Alors, �h(T ) est vide ssi pour tout entier i telque 0 � i � h(T ), on a h(T )Xj=i ℄j�(T ) � 0Preuve. Par indu
tion sur la hauteur de T . Si h(T ) = 0, T ne 
ontient pasd'abstra
tions, don
 sa liste des lambda de tête est toujours vide, et 
ommeon a de même toujours ℄0�(T ) � 0, la th�ese est v�eri��ee de fa�
on triviale. Soitmaintenant h(T ) = n+1, et 
onsid�erons T (n), dont la hauteur est par d�e�nitionn. Si �h(T (n)) est vide, alors par hypoth�ese d'indu
tion on a que quel que soit0 � i � n, Pnj=i ℄j�(T ) � 0, et puisque on sait que �h(T ) est aussi vide, on estsûr qu'au dessus de T (n) il y a au moins autant d'appli
ations que d'abstra
tions,
'est �a dire ℄n+1� (T ) � ℄n+1� (T ), qui implique �evidemment ℄n+1� (T ) � 0, et don
,quel que soit 0 � i � n+ 1,n+1Xj=i ℄j�(T ) = ℄n+1� (T ) + nXj=i ℄j�(T ) � 022



Par 
ontre, si �h(T (n)) n'est pas vide, alors par hypoth�ese d'indu
tion il existeun i (ou bien plusieurs) tel que Pnj=i ℄j�(T ) < 0, 
'est �a dire il y a des endroitde l'�epine dorsale de T (n) �a partir desquels, en remontant l'�epine elle-même,on trouve plus d'abstra
tions que d'appli
ations. Les abstra
tions en ex
�es sontexa
tement 
elles qui n'ont pas d'appli
ation 
orrespondante, et qui sont don
dans la liste des lambda de tête de T (n). Evidemment la longueur de 
ette listeborne la di��eren
e entre les appli
ations et les abstra
tions 
ompt�ees �a partirde n'importe quel endroit de l'�epine dorsale de T (n). Si m est la longueur de�h(T (n)), on a alors, pour tout i,nXj=i ℄j�(T ) � �mEn revenant �a notre terme de d�epart, 
omme �h(T ) est en tout 
as bien vide,on d�eduit que dans l'�epine dorsale de T au dessus de T (n) il y a au moins uneappli
ation pour 
haque abstra
tion qui se trouve dans �h(T (n)) et au moinsune appli
ation pour 
haque nouvelle abstra
tion ; en termes des suites ℄� et ℄�,on a ℄n+1� (T ) = ℄n+1� (T ) +m+ apour un entier a non n�egatif. On a don
, pour tout i (tel que 0 � i � n+ 1),n+1Xj=i ℄j�(T ) = ℄n+1� (T ) + nXj=i ℄j�(T ) � m+ a�m = a � 0qui v�eri�e notre th�ese. �Remarque 3.1 A partir de l'in�egalit�e qu'on vient de montrer, on peut end�eduire une autre : ℄i�(T ) � ℄i�(T ) + h(T )Xj=i+1 ℄j�(T )qui est vraie pour tout terme T v�eri�ant �h(T ) = [℄ et pour tout i tel que0 � i � h(T ). Celle-
i sera la version de l'in�egalit�e qu'on utilisera dans la suite.Revenons �a la tradu
tion de Milner. Le 
orollaire 3.3 nous donne une nouvellefa�
on de regarder les pro
essus du �-
al
ul qui d�erivent d'un �-terme ; en fait,la d�e
omposition r�e
ursive �enon
�ee dans 
e 
orollaire s'applique dire
tement �ala tradu
tion, en produisant imm�ediatement un autre 
orollaire :Corollaire 3.5 Si T est un �-terme de hauteur n, alors on peut d�e
omposersa tradu
tion JT Ku en exa
tement n + 1 < niveaux > P (0)T u0; : : : ; P (n)T un, ave
un = u et P (n)T u = JT Ku, d�e�nis de la fa�
on suivante :P (0)T u0 = �(~z0; ~v0):(xv0;1 j v0;1hz0;1; v0;2i:[z0;1 := A0;1℄ j : : :: : : j v0;k0hz0;k0 ; u0i:[z0;k0 := A0;k0 ℄)P (i)T ui = �(~zi; ~vi):(vi;1(xi;1; w2):w2(xi;2; w3) : : : wpi(xi;pi ; ui�1):P (i�1)T ui�1 jj vi;1hzi;1; vi;2i:[zi;1 := Ai;1℄ j : : : j vi;kihzi;ki ; uii:[zi;ki := Ai;ki ℄)o�u 1 � i � n, ki = ℄i�(T ), pi = ℄i�(T ) et les Ai;j sont des �-termes.23



Remarque 3.2 Le 
orollaire qu'on vient d'�enon
er est valide �a 
ause de lad�e�nition r�e
ursive de la tradu
tion de Milner et du 
orollaire 3.3, qui donneaussi une d�e
omposition r�e
ursive des �-termes. C'est don
 
lair que le sous-pro
essus au niveau i de JT K 
orrespond �a la tradu
tion du sous-terme de hauteuri, 
'est �a dire P (i)T u = JT (i)Ku.Pour montrer �nalement notre proposition, 
'est �a dire que la tradu
tion deMilner en v�erit�e simule la r�edu
tion lin�eaire de tête faible, d�emontrons d'abordquelques r�esultats pr�eliminaires :Lemme 3.6 Soit T un �-terme. Alors, si �h(T ) = [℄, on aJT Ku �(~z;~v):�JT (0)Kv �� : : : �� vjhzj ; wji: [zj := Aj ℄ �� : : : �� [zl := Al℄ �� : : :�o�u :� 1 � j �Ph(T )m=0 ℄m�(T ), tandis que dans le 
as o�u la somme est nulle, il n'ya pas de sous-pro
essus de la forme vjhzj ; wji: [zj := Aj ℄� 1 � l �Ph(T )m=0 ℄m� (T ), tandis que dans le 
as o�u la somme est nulle, il n'ya pas de sous-pro
essus de la forme [zl := Al℄� v 2 fu;~vg� wj 2 fu;~vg n fv; vjg� Les Aj et les Al sont des sous-termes argument de TEn revan
he, si �h(T ) 6= [℄, l'ex�e
ution de JT K n'arrive pas au niveau z�ero, maiselle s'arrête ave
 un pro
essus de la forme�(~z;~v): �v(x;w):Q �� : : : �� [zl := Al℄ �� : : :�o�u il n'existe pas de sous-pro
essus pr�e�x�es par vhz; v0i qui puissent interagirave
 v(x;w):Q.Preuve. Supposons d'abord que la liste des lambda de tête soit vide. Par le
orollaire 3.5, la r�edu
tion de 
haque niveau i de JT Ku (pour 1 � i � h(T ))
ommen
e ave
 un pro
essus qui 
ontient :� ℄i�(T ) pr�e�xes r�e
epteurs sous lesquels on trouve JT (i�1)K ;� ℄i�(T ) +Ph(T )j=i+1 ℄j�(T ) sous-pro
essus �emetteurs ;� Ph(T )j=i+1 ℄j�(T ) sous-pro
essus d'assignation.Sous l'hypoth�ese que la liste des lambda de tête de T soit vide, par le lemme3.4 on a que, pour tout i (voir remarque 3.1),℄i�(T ) � ℄i�(T ) + h(T )Xj=i+1 ℄j�(T )et don
 il y a toujours un nombre suÆsant d'�emetteurs 
apables d'interagir ave
les r�e
epteurs et de < lib�erer > JT (i�1)K de ses pr�e�xes gardiens, de mani�ere telleque l'ex�e
ution puisse 
ontinuer au niveau su

essif (
'est �a dire i � 1). Le faitque la liste des lambda de tête soit vide garantit don
 que la r�edu
tion arrivejusqu'au sous-pro
essus de niveau z�ero, en e�e
tuant �evidemment seulement des�-assignations. 24



Au 
ontraire, si on suppose que la liste des lambda de tête ne soit pas vide,en
ore par le lemme 3.4 on d�eduit qu'il existe un niveau i tel que℄i�(T ) > ℄i�(T ) + h(T )Xj=i+1 ℄j�(T )Une fois que l'ex�e
ution arrive �a 
e niveau, on ne trouve pas assez d'�emetteurspour 
onsommer tous les pr�e�xes qui 
a
hent JT (i�1)K ; en 
ons�equen
e, lar�edu
tion termine ave
 un pro
essus de la forme donn�ee dans la th�ese. �Lemme 3.7 Si (�x;A) est un redex premier de T , alors JT Ku 
ontient un sous-pro
essus stru
turellement �equivalent �a un pro
essus de la forme�(z; ~z; v; ~v):�v1(y1; w2) : : : wk(yk; w):w(x; s):P �� : : :: : : �� vihzi; vi+1i: [zi := Ai℄ �� : : : �� vhz; ti: [z := A℄ �o�u :{ k � 0, 0 � i � k.{ Si k = 0, alors w = v.{ t est soit u, soit un nom priv�e de JT K.Preuve. Par d�e�nition, (�x;A) est un redex premier de T ssi il existe unsous-terme spinal de T de la forme UA, ave
 �h(U) = �x :: � ; JUAK seradon
 sûrement un sous-pro
essus de JT K. Le param�etre (nom libre) de 
e sous-pro
essus sera soit u, soit un nom priv�e de JT K ; en g�en�eral, on peut l'appeler tet dire don
 que JUAKt = �(z; v): �JUKv �� vhz; ti: [z := A℄�est un sous-pro
essus de JT Ku.Or, puisque �h(U) 
ommen
e par �x, U ne peut pas être une variable ;il ne peut don
 qu'être de la forme (�y1 : : : ykx:V )A1 : : : Ak, ave
 k � 0. Ensubstituant la tradu
tion de 
e terme dans JUAKv on obtient exa
tement lepro
essus voulu. �Le lemme 3.7 est fondamental par
e qu'il a 
omme 
ons�equen
e imm�ediatele 
orollaire suivant :Corollaire 3.8 Soit T un �-terme dont l'ho
 redex est (�x;A) et tel que�h(T ) = [℄. Alors on aJT Ku �(z; v; : : :):�JT (0)Kfz=xgv �� : : : �� [z := A℄ �� : : :�o�u z est le r�esidu de x (selon la d�e�nition 3.1).Preuve. Grâ
e au lemme 3.6, puisque la liste des lambda de tête de T vide,la r�edu
tion de JT Ku arrive jusqu'au sous-pro
essus JT (0)K, en e�e
tuant toutesles �etapes de �-assignation possibles. Or, puisque (�x;A) est un redex premier,par le lemme 3.7, on sait que JT Ku 
ontient le pro
essus�(z; ~z; v; ~v):�v1(y1; w2) : : : wk(yk; w):w(x; s):P �� : : :25



: : : �� vihzi; vi+1i: [zi := Ai℄ �� : : : �� vhz; ti: [z := A℄ �qui ne peut pas être sous-pro
essus de JT (0)K, 
ar il 
ontient la tradu
tion d'aumoins une abstra
tion et T (0) n'en 
ontient pas par d�e�nition. Mais alors lar�edu
tion de JT Ku doit être pass�ee par 
e pro
essus, en r�eduisant lequel on voitbien qu'on arrive �a faire interagir v(x; s):P ave
 vhz; ti: [z := A℄, intera
tion qui< lib�ere > l'assignation [z := A℄ et ave
 laquelle z devient le r�esidu de x. �A l'aide de 
es lemmes et de leur 
orollaire, on va montrer le r�esultat �nalde 
ette se
tion :Th�eor�eme 3.9 Soit T un �-terme. Alors, la suite de substitutions parr�edu
tion lin�eaire de tête faible de T et la suite de substitutions de l'ex�e
utionde JT Ku 
o��n
ident.Preuve. Soit Sub�(T ) = [℄. Dans 
e 
as, T est normal par rapport �a la r�edu
tionlin�eaire de tête faible, et 
e
i nous donne deux possibilit�es : soit �h(T ) 6= [℄, soit�h(T ) = [℄ mais l'ovette de T n'apparâ�t dans au
un de redex premier de T .Dans le premier 
as, par le lemme 3.6 on a bien Sub�(T ) = [℄ ; dans le deuxi�eme
as, T (0) = xA0;1 : : : A0;℄0�(T ) et don
 par le même lemme on arrive (bien entendusans faire de �-substitutions) �a un pro
essus de la forme�(~z;~v): �xv �� : : : �� [zj := Aj ℄ �� : : :�ave
 v 2 fu;~vg. Or puisque x n'apparâ�t pas dans un sous-terme spinal de type�x:U de T (sinon, 
omme �h(T ) est vide, 
e sous terme aurait une appli
ation
orrespondante, et l'ovette serait don
 la variable d'un redex premier, mais 
e
in'est pas le 
as par hypoth�ese), on d�eduit qu'au
une substitution d'un nomzj au nom x n'a �et�e e�e
tu�ee pendant la r�edu
tion qui a amen�e au pro
essus
i-dessus ; en 
ons�equen
e, x =2 ~z, et don
 le sous-pro
essus xv ne peut pas
ommuniquer ave
 au
un des sous-pro
essus d'assignation, lesquelles rappelonsont la forme !zj(w):JAj Kw. L'ex�e
ution don
 s'arrête juste avant qu'il aurait �et�epossible d'e�e
tuer une �-substitution, en obtenant ainsi Sub�(T ) = [℄.Supposons maintenant que Sub�(T ) = (x0; A) :: � (x0 �etant une o

urren
ede x), et que T 0 soit le r�eduit de T par r�edu
tion lin�eaire de tête faible. Evidem-ment vh(T ) = x0, et (�x;A) est l'ho
-redex de T . On va montrer maintenantque Sub�(T ) = (x0; A) :: Sub�(T 0), en 
on
luant don
 que les deux suites desubstitution 
o��n
ident (
ar �evidemment � = Sub�(T 0)).D'apr�es le lemme 3.6, on sait que l'ex�e
ution de JT Ku arrive jusqu'�a < fairesortir > au niveau d'intera
tion le sous-pro
essus JT (0)K, qui 
ontient la tradu
-tion de l'ovette, 
'est �a dire xv, o�u v est un nom li�e par une restri
tion. Mainte-nant il y a deux remarques fondamentales �a faire : d'abord, l'o

urren
e du nomx dans xv est 
lairement 
elle qui 
orrespond pr�e
is�ement �a x0 ; deuxi�emement,
omme (�x;A) est un redex premier de T , par le 
orollaire 3.8, le pro
essusobtenu apr�es la r�edu
tion 
ontiendra le sous pro
essus d'assignation [z := A℄ etle nom z sera le r�esidu du nom x. Evidemment l'o

urren
e de x dans xv auraalors �et�e substitu�ee ave
 z, et le pro
essus obtenu par r�edu
tion de JT Ku prendrala forme�(z; ~z; ~v): �zv �� [z := A℄ �� : : :� � �(z; ~z; ~v): �zv �� z(w):JAKw �� [z := A℄ �� : : :�ave
 v 2 fu;~vg. Ce pro
essus se r�eduit en�(z; ~z; ~v): �JAKv �� [z := A℄ �� : : :�26



en produisant pr�e
is�ement la �-substitution (x0; A).Il nous reste don
 �a v�eri�er que les �-substitutions qui seront e�e
tu�ees�a partir de 
e moment sont exa
tement 
elles de JT 0Ku. Pour montrer 
ela,
onsid�erons la r�edu
tion de JT 0Ku. La seule di��eren
e entre T et T 0 est quedans 
e dernier terme x0 a �et�e rempla
�ee par une 
opie du terme A. Or, sin est la hauteur de T et m la hauteur de A, on a �evidemment que h(T 0) =h(T ) + h(A) = n +m ; on a don
, vu que les �epines dorsales des deux termes
o��n
ident jusqu'�a l'ovette de T (
ette derni�ere ex
lue), T 0(i) = T (i�m), pourtout i tel que m+ 1 � i � n+m. Mais alors, en 
ommen�
ant du niveau n+mde JT 0K et en des
endant jusqu'au niveau m+1, on trouve que tous 
es niveauxde JT 0Ku 
o��n
ident parfaitement ave
 
eux de JT Ku, tandis que au niveau m,au lieu qu'avoir la tradu
tion de T (0) = xA0;1 : : : A0;℄0�(T ) on aura quelque 
hose
omme JAA0;1 : : : A0;℄0�(T )K = �(v; : : :): �JAKv �� : : :�En 
ons�equen
e, la r�edu
tion de JT 0Ku se 
omporte au d�ebut exa
tement 
omme
elle de JT Ku, jusqu'�a arriver (sans avoir fait de �-substitutions) au niveau m,o�u on trouvera un pro
essus stru
turellement �equivalent �a 
e qu'on a obte-nue apr�es la premi�ere �-substitution de JT Ku. Comme le deux pro
essus sont�equivalents, ils engendreront en parti
ulier la même suite de substitutions, etdon
 Sub�(T ) = (x0; A) :: Sub�(T 0). �

27



AnnexeLe �-
al
ul et la ma
hine deKrivineDans la suite on exposera une preuve alternative de la 
orrespondan
e entrela dynamique de la tradu
tion de Milner et la r�edu
tion lin�eaire de tête faible,en utilisant un r�esultat montr�e dans [DR03℄, qui relie la rlt faible �a la ma
hinede Krivine. Pour 
omprendre 
e r�esultat, il faut d'abord introduire bri�evement
ette ma
hine, appel�ee dans la suite KAM (Krivine's Abstra
t Ma
hine).La KAM est probablement le mod�ele op�erationnel le plus simple du �-
al
ul.Une 
on�guration de la KAM est 
ompl�etement d�e�nie par son �etat, qui
onsiste3 en un triplet hT;E; �i, o�u T est un �-terme, E est dit l'environnementet � est une pile de 
lôtures. Une 
lôture est un 
ouple (T;E), o�u T est un�-terme et E un environnement ; un environnement est un ensemble de triplets(x; T;E), o�u x est une variable du �-
al
ul, T un terme et E un environnementlui-même.Le fon
tionnement de la KAM est d�e�ni par les transitions suivantes :push : hTU;E; �i ! hT;E; (U;E) :: �ipop : h�x:T;E; (U;E0) :: �i ! hT; f(x; U;E0)g [ E; �ijump : hx; f(x; T;E0)g [E; �i ! hT;E0; �iPour 
e qui 
on
erne la transition jump, il faut pr�e
iser qu'elle est bien d�e�niegrâ
e �a un r�esultat du �a Sylvain Lippi, d�emontr�e dans [Lip99℄, qui garantit pourn'importe quelle variable x la pr�esen
e dans l'environnement d'au plus un tripletdont la premi�ere 
omposante est x elle-même. Ce qui est tr�es remarquable,voire < mira
uleux > est que l'�-
onversion n'est pas n�e
essaire au r�esultat ;la seule 
hose demand�ee est que le terme ex�e
ut�e respe
te la < 
onvention deBarendregt >, 
'est �a dire que toute variable li�ee ait un nom di��erent.De toute fa�
on, l'ex�e
ution d'un �-terme T sur la KAM peut être repr�esent�eepar la suite de transitions engendr�ee �a partir de l'�etat initial hT; ;; [℄i. On peutalors d�e�nir la suite de substitutions de l'ex�e
ution d'un terme sur la KAM demême que pour la rlt et la tradu
tion de Milner :3En v�erit�e il y a plusieurs mani�eres de pr�esenter la ma
hine de Krivine ; on a 
hoisi 
elledonn�ee dans [Lip99℄, qui �a notre avis est la plus simple �a d�e
rire. Voir par exemple [DR03℄pour une version de la KAM utilisant les indi
es de de Bruijn.28



D�e�nition A.1 (Suite de substitutions de la KAM) La suite de substi-tutions de l'ex�e
ution du terme T sur la KAM est la liste (�eventuellement in�-nie) [(x0; A1); : : :℄ o�u xi (resp. Ai+1) est l'o

urren
e de variable (resp. le terme)apparaissant dans l'�etat sour
e (resp. l'�etat destination) de la i-�eme transitionjump. On d�enotera 
ette suite par SubKAM(T ).On peut maintenant �enon
er la 
orrespondan
e entre la rlt faible et la ma
hinede Krivine de la fa�
on suivante :Th�eor�eme A.1 (Danos-Regnier) Si T est un �-terme, alors on aSubKAM(T ) = Sub�(T ). Autrement dit, il existe une 
orrespondan
e exa
teentre les substitutions de la r�edu
tion lin�eaire de tête faible de T et les transi-tions jump de l'ex�e
ution de T ave
 la ma
hine de Krivine.Preuve. Voir le 
orollaire 5 de [DR03℄. �Ce r�esultat nous fournit une autre voie pour montrer le lien entre la simu-lation du �-
al
ul dans le �-
al
ul et la rlt faible ; en fait, si on arrive �a trouverune 
orrespondan
e entre la ma
hine de Krivine (ou une ma
hine �equivalente)et la tradu
tion de Milner, on trouve �evidemment en même temps une preuvede la 
orrespondan
e entre 
ette derni�ere et la rlt.Pour 
ommen
er, introduisons quelques notations utiles :D�e�nition A.2 Etant donn�es une liste des �-termes et des noms u; v; ~z du�-
al
ul, on d�e�nit le pro
essusStk([℄; u; v; ~z) def= 0Stk([U1; : : : ; Un℄; u; v; ~z) def= �~v:�vhz1; v1i: [z1 := U1℄ �� : : :: : : �� vn�1hzn; ui: [zn := Un℄ �On appelle assignation un 
ouple (z; A) o�u z est un nom et A un �-terme. Alors,�etant donn�e un ensemble d'assignations, on d�e�nit le pro
essusEnv(;) def= 0Env(f(z1; A1); : : : ; (zn; An)g) def= [z1 := A1℄ �� : : : �� [zn := An℄Pour mettre en �eviden
e les noms 
ontenus dans l'ensemble d'assignations E,on �e
rira E~z.On peut maintenant d�emontrer le lemme qui suit :Lemme A.2 Soit P un pro
essus qui est la tradu
tion de Milner d'un �-termeou bien le r�eduit en un nombre quel
onque d'�etapes de la tradu
tion de Mil-ner d'un �-terme. Alors, il existe un terme T qui ne 
ommen
e pas par uneappli
ation, une liste de termes � et un ensemble d'assignations E tels queP � �(~z; v): �JT Kv �� Stk(�; u; v; ~z1) �� Env(E~z2)�o�u ~z = ~z1 [ ~z2 et, si � = [℄, v = u et u n'apparâ�t pas dans la restri
tion.Preuve. Par indu
tion sur la longueur de la r�edu
tion qui a 
onduit �a P . Si
ette longueur est z�ero, P est la tradu
tion du �-terme T , dont on peut ex-pli
iter les appli
ations en �e
rivant T = F ~A, ave
 F ne 
ommen�
ant pas uneappli
ation, et don
 la th�ese est satisfaite trivialement ave
 � = [ ~A℄ et E = ;.29



Supposons maintenant la validit�e du lemme pour les r�eduits en m �etapes et ana-lysons lam+ 1-�eme �etape de r�edu
tion, qui peut être soit une �-assignation, soitune �-substitution. Dans le premier 
as, T = (�x:U)A, et l'�etape de r�edu
tionsu

essive prend la formeP � �(~z; z; v; v0): �v0(x;w):JUKw �� v0hz; vi: [z := A℄ �� Stk(�; u; v; ~z1) �� Env(E~z2)��! �(~z; z; v): �JUfz=xgKv �� [z := V ℄ �� Stk(�; u; v; ~z1) �� Env(E~z2)�� �(~z; z; v): �JUfz=xgKv �� Stk(�; u; v; ~z1) �� Env(f(z; A)g [ E~z2)�En revan
he, dans le 
as d'une �-substitution, on a T = z, et z apparâ�t for
e-ment dans une assignation de E, sinon il n'y aurait pas d'intera
tion possible.On a alors (z; A) 2 E et, toujours grâ
e �a l'hypoth�ese d'indu
tion,P � �(~z; z; v): �zv �� Stk(�; u; v; ~z1) �� Env(E~z2z)�� �(~z; z; v): �zv �� z(w):JAKw �� Stk(�; u; v; ~z1) �� Env(E~z2z)��! �(~z; z; v): �JAKv �� Stk(�; u; v; ~z1) �� Env(E~z2z)�Jusqu'�a i
i, on a montr�e que tout r�eduit d'une tradu
tion de Milner est 
ongru�a un pro
essus de la forme donn�ee dans la th�ese, mais o�u le terme T peutaussi 
ommen
er par une appli
ation, 
e qui est expli
itement interdit par lath�ese elle-même. Pour �xer 
e dernier detail, il suÆt de remarquer que, ave
 lanotation introduite, la d�e�nition de la tradu
tion de Milner d'une appli
ationdevient JTUKu = �(v; z): �JT Kv �� Stk([U ℄; u; v; z)�En 
onsequen
e, si l'on a un pro
essus 
ongru �a�(~z; v): �JT Kv �� Stk(�; u; v; ~z1) �� Env(E~z2)�ave
 T arbitraire, on peut toujours expli
iter les appli
ations de T en �e
rivantT = FA1 : : : Ak, o�u F est un terme qui ne 
ommen
e pas par une appli
ation.A 
e moment, 
'est 
lair que le pro
essus 
i-dessus est 
ongru �a�(~z; v0): �JF Kv0 �� Stk([A1; : : : ; Ak℄ :: �; u; v0; ~z3) �� Env(E~z2)�o�u ~z1 � ~z3 et ~z = ~z2 [ ~z3, qui est bien de la forme d�esir�ee. �A partir de la remarque qui 
on
lut la preuve du lemme A.2, on pourraitreformuler 
e même lemme en disant que tout r�eduit d'une tradu
tion de Milnerest stru
turellement 
ongru �a�~z: �JT Ku �� Env(E~z)�o�u T est un �-terme quel
onque. Cela nous donne l'intuition que l'ex�e
utiond'un �-terme dans le �-
al
ul est simul�ee en le plongeant dans un esp�e
ed'environnement, qui 
ontient les valeurs des variables libres du terme lui-même.Les sous-termes spinaux du terme en ex�e
ution sont ainsi su

essivement exa-min�es, et les liens variable-argument peu �a peu enregistr�es dans l'environne-ment, jusqu'au moment o�u l'ex�e
ution tombe sur une variable, et il devientalors n�e
essaire de r�e
up�erer la valeur de 
ette variable, en la 
her
hant juste-ment dans l'environnement. 30



Tout 
ela nous sugg�ere la possibilit�e d'impl�ementer 
ette ex�e
ution au moyend'une ma
hine abstraite �a la Krivine, dont les transitions simulent sur le �-
al
ulla même dynamique qui se d�eroule dans le �-
al
ul. On appellera la ma
hinequ'on va d�e�nir ave
 
ette id�ee, ma
hine de Milner, ou MAM (Milner's Abstra
tMa
hine). Une variante de 
ette ma
hine a �et�e introduite par Silvano Dal Ziliodans [Zil99℄ sous le nom de ma
hine abstraite fon
tionnelle.Les �etats de la MAM sont des triplets hT;E; �i, o�u T est un �-terme, El'environnement et � une liste (�eventuellement vide) de termes. Au 
ontrairede la KAM, l'environnement de la MAM est tout simplement un ensemble(�eventuellement vide) d'assignations, qui sont des 
ouples (z; A), o�u z est unnom du �-
al
ul et A un �-terme. Les transitions sont d�e�nies 
omme suit :� : hTU;E; �i B hT;E; U :: �i� : h�x:T;E; U :: �i B hTfz=xg;E[ f(z; U)g; �ivar : hz; f(z; T )g [E; �i B hT; f(z; T )g [ E; �iDans la transition �, z est un nom < frais >, qui n'apparâ�t ni dans T ni parmiles assignations de l'environnement. En outre, dans 
ette transition on dira quetoute o

urren
e de z qui substitue x est un r�esidu de x même, de sorte que,lorsqu'une transition var a lieu, on peut parler de �-substitution pareillementau �-
al
ul, et d�e�nir en 
ons�equen
e la suite de substitutions pour la MAM :D�e�nition A.3 (Suite de substitutions de la MAM) La suite de substi-tutions de l'ex�e
ution d'un �-terme T sur la MAM, not�ee SubMAM(T ), est laliste (�eventuellement in�nie) [(x0; A1); : : :℄, o�u xi est l'o

urren
e de variabledont zi est le r�esidu, et zi est le terme apparaissant dans l'�etat sour
e de l'i-�emetransition var, Ai+1 �etant le terme apparaissant dans l'�etat destination de lamême transition.On peut montrer formellement que la MAM 
apture en e�et la dynamiquede la tradu
tion de Milner. Pour faire 
ela, on introduit d'abord la notion dedynamique, qui sera d�e�nie par un 
ouple (A;�) ou A est un ensemble et � unerelation r�e
exive et transitive sur A. Les deux dynamiques qui nous int�eressentsont les suivantes :D�e�nition A.4 (Dynamique de la tradu
tion de Milner) Soit ~� l'en-semble 
ontenant tout pro
essus du �-
al
ul (�a �-�equivalen
e pr�es) qui est latradu
tion de Milner d'un �-terme ou bien le r�eduit (en un nombre non nuld'�etapes) de la tradu
tion de Milner d'un �-terme. On pose � = ~�= �, 
'est �adire � est l'ensemble des tradu
tions de Milner et de leurs r�eduits quotient�e parla 
ongruen
e stru
turelle (d�e�nition 1.3). Maintenant, si �! est la r�edu
tiondu �-
al
ul (d�e�nition 1.4), on note par � sa 
lôture r�e
exive et transitive eton appelle (�;�) la dynamique de la tradu
tion de Milner.D�e�nition A.5 (Dynamique de la MAM) Soit � l'ensemble des �etats dela MAM. Chaque transition de 
ette ma
hine d�e�nit une relation binaire sur � ;appelons 
es trois relations B�, B� et Bvar. On pose B1 def= B� [ B� [Bvar, eton note par B la 
lôture r�e
exive et transitive de B1. On va alors appeler (�;B)la dynamique de la ma
hine de Milner.Dans la suite on montrera que 
es deux dynamiques se 
orrespondent exa
-tement l'une ave
 l'autre. En parti
ulier, une �-assignation dans le �-
al
ul va31




orrespondre �a une �etape B� et une �-substitution va 
orrespondre �a une �etapeBvar ; les �etapes B� vont par 
ontre être absorb�ees par la 
ongruen
e stru
tu-relle. Donnons d'abord la d�e�nition suivante :D�e�nition A.6 (Codage et d�e
odage) On d�e�nit les fon
tionsen
 : �! �de
 : �! �
omme suit. Par le lemme A.2, on sait que tout pro
essus P 2 � s'�e
ritP = �(~z; v): �JT Kv �� Stk([U1; : : : ; Un℄; u; v; ~z1) �� Env(E~z2)�o�u T est un �-terme qui ne 
ommen
e pas pas une appli
ation. On pose alorsen
(P ) def= hF;E; [U1; : : : ; Un℄iPour 
e qui 
on
erne la fon
tion de
, on posede
 (hT;E~z2; �i) def= �(~z; v): �JT Kv �� Stk(�; u; v; ~z1) �� Env(E)�o�u ~z = ~z1 [ ~z2 et v = u si � = [℄ (et dans 
e 
as u n'apparâ�t pas dans la res-tri
tion). Evidemment, le d�e
odage d'un �etat ainsi de�ni n'est pas en g�en�eral dela forme donn�ee par le lemme A.2, 
ar T peut 
ommen
er par une appli
ation ;toutefois, vu que dans � on travaille �a 
ongruen
e stru
turelle pr�es, le d�e
odaged'un �etat tombe toujours dans une 
lass d'�equivalen
e de �, et le repr�esentantde 
ette 
lasse (de la forme du lemme A.2) sera 
elui que l'on 
onsiderera dansla suite.A partir de maintenant, on supposera toujours que fn (Env(E)) = ~z2, de fa�
onque, par exemple, fn (Env(Ez)) = ~z2 [ z ; en outre, on abr�egera Stk(�; u; v; ~z1),Stk(�; u; v; z[ ~z1) respe
tivement par Stk(�), Stk(�; z), et ~z d�enotera toujours lar�eunion des noms ~z1 et ~z2.Comme on peut le deviner, le d�e
odage est l'inverse du 
odage :Lemme A.3 Soit id� l'identit�e sur �. Alors on a de
 Æ en
 = id�.Preuve. La preuve est une v�eri�
ation triviale de l'�egalit�e. SoitP = �(~z; v):�JF Kv �� Stk(~U) �� Env(E)�Alors on a de
 (en
 (P )) = de
�hF;E; [~U ℄i�= �(~z; v):�JF Kv �� Stk([~U ℄) �� Env(E)� �Toutefois, la fon
tion de 
odage n'est pas surje
tive, don
 on n'a pasen
 Æ de
 = id�. A savoir, deux �etats de la MAM reli�es par une �etape B� 
orres-pondent au même pro
essus dans �, 
ar si sB� t, on n'a pas de
(s) �! de
(t),mais on a plutôt de
(s) � de
(t). Ce
i est la raison de l'in
lusion de la 
ongruen
estru
turelle dans la d�e�nition de la dynamique de la tradu
tion de Milner. Enfaisant attention �a 
e petit d�etail, on peut d�emontrer le r�esultat qui suit :32



Th�eor�eme A.4 (Corresponden
e entre (�;�) et (�;B)) SoientP;Q 2 � et s; t 2 � tels que s = en
(P ) et t = en
(Q). Alors, P � Qssi sB t.Preuve. V�eri�ons d'abord que P � Q =) en
(P )Ben
(Q). La r�edu
tion dans� 
omporte deux seules �etapes possibles, la �-assignation et la �-substitution :{ Une �-assignation a lieu lorsque la tradu
tion d'une abstra
tion se syn-
hronise ave
 la tradu
tion de l'argument d'une appli
ation ; P est don
�egal �a �(~z; v):�J(�x:T )UKv �� Stk([~U ℄) �� Env(E)�qui est 
ongru �a�(z; ~z; v):�J�x:T Kv �� Stk([U; ~U ℄; z) �� Env(E)�dont le 
odage est s = en
(P ) = h�x:T;E; [U; ~U ℄i. En 
ons�equen
e, on aQ = �(z; ~z; v):�JTfz=xgKv �� Stk([~U ℄) �� Env(E [ f(z; U)g)�� �(z; ~z0; v):�JFfz=xgKv �� Stk([ ~Afz=xg; ~U ℄) �� Env(E [ f(z; U)g)�(o�u on a pos�e T = F ~A, ave
 F ne 
ommen�
ant pas par une appli
ation) etdon
 t = hTfz=xg;E[ f(z; U)g; [~U ℄i. Or, 
omme s = h�x:F ~A;E; [U; ~U ℄i,on a sB� h(F ~A)fz=xg;E[ f(z; U)g; [~U ℄iB� : : :B� tet don
, �a l'aide de quelques �etapes B� impli
ites dans la dynamique dela tradu
tion de Milner mais que la MAM doit for
ement expli
iter, onobtient sB t.{ Dans le 
as de la �-substitution, on aP � �(z; ~z; v): �zv �� Stk(�) �� Env(f(z; T )g [ E)�et don
 Q = �(z; ~z; v): �JT Kv �� Stk(�) �� Env(f(z; T )g [ E)�� �(z; ~z0; v):�JF Kv �� Stk([ ~A℄ :: �) �� Env(f(z; T )g [ E)�o�u, 
omme d'habitude, on a pos�e T = F ~A, ave
 F ne 
ommen�
ant paspar une appli
ation. On obtient ainsis = en
(P ) = hz; f(z; F ~A)g [ E; �iBvar hF ~A; f(z; T )g [ E; �iB� : : : B� hF; f(z; T )g [ E; [ ~A℄ :: �i = en
(Q)de sorte que l'on a justement sB t.Montrons maintenant l'impli
ation sB t =) de
(s)� de
(t) (rappelons que,grâ
e au lemme A.3, de
(s) = P et de
(t) = Q). A 
et e�et, il suÆt de v�eri�erles trois 
as suivants : 33



�. On a s B� t ssi s = hTU;E; �i et t = hT;E; U :: �i. Mais dans 
e 
as,
omme � est d�e�ni �a 
ongruen
e stru
turelle pr�es, de
(s) = de
(t), et don
P � Q.�. On a s B� t ssi s = h�x:T;E; U :: �i et t = hTfz=xg;E [ f(z; U)g; �i, etalorsP = de
(s) = �(z; ~z; v0): �J�x:T Kv0 �� Stk(U :: �; u; v0; z [ ~z1) �� Env(E)�� �(~z; v): �J(�x:T )UKv �� Stk(�) �� Env(E)��! �(z; ~z; v): �JTfz=xgKv �� Stk(�) �� Env(f(z; Ug [ E)�= de
(t) = Qvar. Dans 
e 
as, sBvar t ssi s = hz;E; �i et s = hT;E; �i, ave
 (z; T ) 2 E, etdon
P = de
(s) = �(z; ~z; v): �zv �� Stk(�) �� Env(Ez)�� �(z; ~z; v): �zv �� z(w):JT Kw �� Stk(�) �� Env(Ez)��! �(z; ~z; v): �JT Kv �� Stk(�) �� Env(Ez)�= de
(t) = Q �L'ex�e
ution d'un �-terme T sur la MAM est don
 < isomorphe > �a lar�edu
tion de JT Ku dans le �-
al
ul, dans le sens qu'il existe une 
orrespondan
eexa
te entre les deux dynamiques.Il nous reste maintenant �a v�eri�er que l'ex�e
ution de la MAM 
orrespond �ala rlt faible. Cette 
orrespondan
e peut s'�etablir en 
omparant les deux suitesde substitutions :Th�eor�eme A.5 (MAM et r�edu
tion lin�eaire de tête faible) Si T est un�-terme, alors SubMAM(T ) = Sub�(T ).Preuve. Si �h(T ) 6= [℄, la ma
hine va s'arrêter, 
ar elle va se trouver dans un�etat o�u le terme �a ex�e
uter est une abstra
tion, mais la pile est vide.De même, si �h(T ) = [℄ mais T est en forme quasiment-normale de tête,la liste de substitutions va être �egalement vide, en fait 
ette fois-
i l'ex�e
utionarrive �a l'ovette mais 
ette derni�ere n'apparâ�t pas dans l'environnement, 
arelle n'a pas �et�e impliqu�ee dans une transition �.Le 
as non trivial est don
 
elui d'un terme T non-quasiment-normal detête et dont la liste des lambda de tête est vide. Soit dans 
e 
as (�x;A)l'ho
 redex, et x0 (une o

urren
e de x) l'ovette. Le terme T a alors la forme
34



: : : (: : : �x : : : x0 : : :)A : : :, et son ex�e
ution sur la MAM va être la suivante :Terme Env. Pile1 T ; [℄...2 (: : : �x : : : x0 : : :)A1 E1 �13 : : : �x : : : x0 : : : E1 A1 :: �1...4 �x : : : x0 : : : E2 A1 :: �15 : : : z0 : : : E2 [ f(z; A1)g �1...6 z0 E3 [ f(z; A1)g �27 A1 E3 [ f(z; A1)g �2Dans l'�etape 2, A1 est A dans lequel il y a eu des substitutions de variablespar des noms (pr�e
is�ement les noms qui se trouve dans les assignations de E1).A l'�etape 4, on trouve la même pile qu'�a l'�etape 3 grâ
e �a la supposition que(�x;A) soit un redex premier (en fait 
'est le ho
-redex). On trouve don
 quela premi�ere substitution dans SubMAM(T ) est justement (x0; A) (vu que A1 estle r�esidu de A).V�eri�ons maintenant 
e qui se passe dans l'ex�e
ution du r�eduit T 0 de T , quia la forme : : : (: : : �x : : : A : : :)A : : : :Terme Env. Pile1 T 0 ; [℄...2 (: : : �x : : : A1 : : :)A1 E1 �13 : : : �x : : : A1 : : : E1 A1 :: �1...4 �x : : : A1 : : : E2 A1 :: �15 : : : A1 : : : E2 [ f(z; A1)g �1...6 A1 E3 [ f(z; A1)g �2Dans 2, toute les deux 
opies de A ont �et�e objet des mêmes substitutions quedans l'ex�e
ution de T , don
 on trouve bien A1. A partir de l�a, toute les autrestransitions vont être les mêmes, ave
 la remarque fondamentale que, 
omme ilest le r�esidu du sous-terme argument du redex premier (�x;A), A1 ne 
ontientpas de variables li�ees par les abstra
tions examin�ees apr�es l'�etape 2. A1 n'estdon
 pas impliqu�e dans les substitutions qui sont e�e
tu�ees entre les �etapes 2et 6, et 
'est pour 
ela que l'on trouve A1 �a 
ette derni�ere �etape.L'ex�e
ution de T 0 arrive don
 au même �etat que 
elle de T , mais sans avoirfait au
une substitution. Evidemment la suite de substitutions va 
o��n
ider �apartir de 
e point, et alors on a SubMAM(T ) = Sub�(T ). �Ave
 le th�eor�eme A.4, le r�esultat que l'on vient de d�emontrer 
ompl�ete lapreuve que la dynamique de la tradu
tion de Milner simule en v�erit�e la r�edu
tion35



lin�eaire de tête faible ; il a aussi 
omme 
ons�equen
e imm�ediate l'�equivalen
eentre MAM et KAM, au sens o�u les deux ont la même ex�e
ution sur les termesdu �-
al
ul.
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