EAT - Outils Mathématiques Année 2015-2016
Chapitre 7 - Travaux Dirigés (Corrigés)

Série de Fourier

Exercice 1
Soit f la fonction 27-périodique définie par f(z) = x sur | — m, 7l.

1.

n—1 43
(=1)" 'sinnx e D
. (On ne s’intéresse pas ici a la conver-

Montrer que Sf(z) =23,
gence de Sf.)

n

2. Montrer que pour tout z €] — w, w[, Sf(z) = x (convergence simple).

3. Qu’en est-il de la convergence simple de la série Sf en x =77

4.

1 2

Montrer que )~ | — = 5
n

Solution 1

1.

Attention : s'il est vrai que f(t) =t sur | — m, 7, il est faux que f(t) = ¢ sur |m, 27],
puisque, par construction, f(t) = x — 27 pour ¢t €|m,2x]. On a a,(f) = 0 puisque
f est impaire. Une intégration par partie (avec u = t, v’ = sinnt donc v = —<=2t)

- f(t)sin(nt)dt = %f:rtsin(nt)dt (27-

donne pour tout n € N*, b,(f) = — J;
T

2 i, : : : : .
périodique) = = [ tsin(nt)dt (par parité comme produit de fonctions impaires)
s

_ _cosnm L 2sir12n7r _ _2(_1)71.
n nAm n
=0

. La fonction f n’est pas continue sur | — 7, 7] puisque f(7) = 7 alors que f((—m)") =

—n. Elle est bien C!' par morceaux sur [—m, 7| puisqu’elle est C! sur | — 7, 7. Le
théoréme de Dirichlet affirme que Sf converge simplement vers x sur | — m, 7| (et
Ja0) + 7a)

2

=0 pour z = £m).

. Dans le cas ot z = , tous les termes de la série sont nuls, donc la série converge

également simplement vers 0 dans ce cas.

. En appliquant la formule de Parseval (ce qui est légitime car f est continu par

z 1
morceaux sur [—,7]), on a % + 3 Ak + b2 = O%(f( ))2dt, soit > 7 b2 =
7r

|

220:1 (_2(_1>n”)2 = et 2 et - ( (1)) th 2 fo 2dt (par parité) =
272 1 w2
2 fO tht %[g]g = ? DOHC Z n2 = E

Exercice 2
Soit f 2m-périodique, impaire, définie par f(x) =1 sur |0, 7[ et f(n7) = 0 pour n € Z.

1.
2.

3.

4.

Représenter f.

4
Montrer que pour tout z € R, f(z) =", Tt sin((2n + 1)z).
—1)"
Montrer que >~ 2(n +> L= %
o 1 2
Montrer que ), a1 =35



1 2 1) 2
5. En déduire que Y 7, — = % et que > 7, ( 2) — _71T_2_
n n

Solution 2
1. Facile.

2. On a a,(f) = 0 puisque f est impaire. Une intégration directe donne pour chaque

™ 2 T . . 2
neN b,(f)=1 02 f(t)sinnt dt = = [ sin(nt)dt (par parité) = —(1 — (—1)").
T ™m
4
D tout p € N, by, = 0 et b = —— . La foncti t C1
onc pour tout p % et bopi1 T ) a fonction f es par

morceaux sur R et 2m-périodique de sorte que 'on peut appliquer le théoréme de
Dirichlet. Donc la série de Fourier de f converge simplement vers 5( flaD)+f(z7)) =
f(z) pour chaque € R. On a donc le résultat attendu.
3. Il suffit de prendre z = 7.
4. On peut appliquer la formule de Parseval puisque f est continue par morceaux.

2
Donc 20 +Zn LaE 402 = 1 O%(f(t))th. Onad =~ b2=>>, (ﬁ) =

2n+1 )
g D (2+1)2, et %fﬂﬁ 1dt = %(2%) = 2, de sorte que > 7, m — %
5 Comme 22N+1; _ Z;V:l @ + Z;V:o pr e On peut passer a la limite
(car toutes les séries convergent) donc > 7, 5= P @ +302, —(Qp—ll— e —
}1220:1 ]% + %2 Donc 222021 % = %2 donc Y 7, % = %2 Enfin, > | % —
2 2 1) 2
waiy—ZfW%%G;Z;%—%dmagﬁ(;):_%'

Exercice 3
Soit f: R — R la fonction 27-périodique définie par f(x) = |cos(z)].

1. Calculer les coefficients de Fourier réels de f.

) ] ~ (_l)n—i-l
2. En déduire la valeur de >, T
n J—

Solution 3 (—1)"+14
1. La fonction f est paire. On obtient pour n € N, ag,(f) = ——5——= et ag,1(f) =0
m(4n? — 1)
et b,(f) = 0 pour n € N*. Le détail des calculs : pour n =0, ag = = fo27T | cost|dt =
2 [7] cost|dt (parite) = 2 ( OW/ cos tdt — fﬂﬂ oS tdt) 2 ([sin t]5/2 —[sin tr,) = 5.
Soit n > 1. On a

an = o °T | cos t| cosnt di

= gf |cost|cosnt dt

= % /2 costcosnt dt — f /9 cost cosnt dt)

= L ([ (cos(n+1)t + cos((n—1)t) dt) — [T /2(COS(TL + 1)t + cos(n — 1)t dt))

(puisque cos(a + b) + cos(a — b) = 2cosacosb.)
1)

Sin =1, alors a; = %( (cos(2t) + 1)dt — f7r/2 cos(2t) + 1)dt) = %([%@t) +
5 = [ +1]7),) = smmmm>1ma%:mM$W+mﬁwwﬂ

2



sin((n+1)t) sin((n—1)t) n+1)7/2) sin((
[ + +

n—1)7/2)

) = 2 (2

n+1 n—1 n+1

). Si n est impair, n =

sin((p+1)m) sin(m)
g ( 211;—}—2 + 2m

)= X

2p + 1, alors agpy1 =

n est pair, n = 2p, alors

2 ( sin((2p+1)7/2) + sin((2p—1)7/2)

n—1
sin((m + 1)) sm(mﬂ)) -
m+1 m
0
=0 =

(2)

B 2 (op Y sin((2p + 1)7/2) + (2p + 1) sin((2m — 1)7/2)
™ 4p2 -1

B 2(—1)m+12

o om(4p? —1)°

1
réme de Dirichlet) de la série de Fourier vers 5( f(
f est continue, de sorte que I'on a 1 = f(0) =
o (D)"Y mr—2 12
4n? — 1 4 7 4

Exercice 4
Soit f: R — R, 27-périodique, impaire et vérifiant
T—x

2

/()

sur |0, 7].

. La fonction f est de classe C'* par morceaux, il y a donc convergence simple (théo-

:c+>+f<x

7). En z = 0, la fonction
(1
m(4n? —1)

et donc

+Zn1

1. Préciser la convergence de la série de Fourier réelle de f.

2. Calculer la série de Fourier réelle de f.

3. En déduire la convergence et la valeur de ::g il
n
1
4. Calculer > | ol
Solution 4 1
1. f est C' par morceaux et vérifie f(z) = é(f(afr) + f(x™)) pour tout réel z, donc la

série de Fourier de f converge simplement vers f en vertu du théoréme de Dirichlet.

2. La fonction f est paire. On a donc a,, = 0 pour tout entier naturel n. Par intégration

par parties on trouve b, = l. Le détail du calcul :

bn )sin(nt) dt
(r— t) sin(nt) dt
(p ar parlte)

([= (7 = — b=

tegratlon par partles)
T_
n

foﬂ coz nt dt)
[ o

sin(nt
n2
N——
=0

COS nt

(in

1
2

1
us
2
s
1
s
l
7'('
1
n
1

2

La série de Fourier de f permet d’écrire f(x) =

cosT(Lnt) )dt)
(3)
o sin(nx)
n=1 n :



sinn w—1
3. Pour z = 1, on obtient ) >, = :

n 2
4. Par la formule de Parseval,
Ie=1 1 (7
-y = t))2dt
t)2 1 I
done 3707 12 = fo = 6_7r[_(7T —t)°5 = G

Exercice 5
Soit la fonction f: R — R 2m-périodique définie par f(x) = e pour x €] — 7, 7].

1. Calculer les coefficients de Fourier complexes de f.

2. En déduire la valeur des sommes

n=0
et
>
2
—~n+l
Solution 5 1
1. Par définition pour n € Z, c,(f) = o 027r f(t)e~™dt. Apres calcul, on obtient
T
sinh7 (—1)" er —e "
n(J) = ——— l:sinhz = ————). En détail :
cn(f) —1_m (rappel : sinh z 5 ). En détai
Cn = lﬂf ti=in) gy
- 217rf i)t
(27-p rlodlclte) (4)
= % )
= m(e e e e )
tq pinT 4 si ( l)n t —inm ( 1)n d 1 ( 1)71( ™
mais €™ = cosnm+iginng = (—1)" et e = (— onc ¢, = —1)"(e"—
= ’ 27(1 —in)
—1)"sinh
6_“):( ) SlTl T
(1 —in)

2. La fonction f est de classe C!. donc la série de Fourier converge simplement vers
)

1
la f*: 2 — E(f(f“) + f(xz7)). Or cette derniére fonction est f*(z) = e” pour

x €| —m, [, f*(x) = coshz si z = 7 (rappel : coshz = %). Ainsi pour z € R,
sinh 7 (=)™ . _ T teo (D)7
“(z) = iz Pour = 0, on obtient = .
f*(x) 77( Z):n:_oo - me our x , on obtien e R % — 3”
-1 1 1 1"
—1)" 1
Par la suite ) >, 7(12 +>1 = 5(1 + qulﬂ). De méme ave;: x = m, on obtient
1 1 coshz e +1
+oo — . — _
0 r ] 5(1 + mcothm) (rappel : cothz = ha o 1).



Exercice 6
Soit f: R — R la fonction paire, 2m-périodique, définie par f(z) = 42° — 7 si x € [0, 5]
et f(z) = 8xm — 3w? — 422 sinon.

1. Montrer que f est de classe C'* et exprimer sa dérivée.

2. Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f.
(="

3. En déduire la valeur de ZZO:O m
n

Solution 6
1. Sur [0 ) = 42® — 72 et donc f y est de classe C' avec f7(0) = 0 et

on a f(x
f’(g) = 47. Sur |2, 7], on a f(x) = 8xm — 3n® — 42?, et cette relation est aussi

7%]7

9
valable pour = Z. On en déduit que f est de classe C' sur [Z, 7] avec fi(3) = 4x
et f;(ﬂ') = 0. Par parlte et périodicité, on peut affirmer que f est de classe C! sur
R et f' est une fonction impaire, 27-périodique avec f'(z) = 8z si x € [0,F] et
f'(x) = 8m — 8x sinon.

2. Puisque la fonction f est paire, les coefficients b,, sont non nuls et a,, = fo ) cos(nt)dt
: 2(-pmt .
ce qui donne ay, = 0 et as,1 1 = ——— apres quelques calculs pénibles...
m(2n+1)3
3. Puisque la fonction f est de classe C L elle est égale a la somme de sa série de Fourier
1 n+1
et donc pour tout z € R, f(z) = — Zn 0 << j_ g cos((2n + 1)x). En évaluant en
] - (_1)n 7T3
=0, cel duit a —_— = —
x =0, cela conduit & ) >, Gnil)p 3



