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Systémes dynamiques temporels

La transformation de Laplace est particuliérement adaptée pour |'étude de
la dynamique de systémes physiques supposés dans un état connu a un
certain instant, que |'on peut toujours prendre comme origine des temps.

Si on note f la quantité physique d'intérét, la question est ici de résoudre
I'équation décrivant |'évolution de la grandeur f en fonction du temps, et

d’en obtenir |'expression f(t) a un instant t postérieur a celui pris pour
origine des temps.

Dans les problémes d’évolution temporelle, un état initial étant donné (a un
instant pris conventionnellement comme origine des temps, t = 0),
I'objectif est donc d'obtenir la fonction f(t) a t > 0. Dans ces conditions,
la fonction f a t < 0 n'est pas définie, ou plus précisément, on se moque
de savoir ce qu'elle vaut. C'est pourquoi il est usuel (et conventionnel) de
la considérer nulle. Par exemple considérons un oscillateur harmonique a
I'équilibre (position d'équilibre, vitesse nulle). S'il recoit un choc a un
certain instant (t = 0), son abscisse (et sa vitesse) vont par la suite osciller

dans le temps et seront devenues non identiquement nulles.
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La transformée de Laplace pour quoi ?

La transformée de Laplace permet de passer d’un systéme d'évolution
temporel a un systéme complexe (c'est-a-dire dépendant d'une variable
complexe) lequel, parfois, est plus aisé a résoudre.

La transformée de Laplace étant inversible, si on a trouvé une solution au
probléme associé en la variable complexe, alors on obtient (par inversion)
une solution au probléme de départ décrit comme fonction du temps.

Le fait que le probléme soit souvent plus simple & résoudre une fois la
transformée de Laplace appliquée tient & ce que |'opération de dérivation se
traduit, grossiérement, en une opération de multiplication par la variable
complexe.

Partant d'un systéme différentiel & résoudre, on obtient, via la transformée
de Laplace, un probléme algébrique.
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Fonctions causales

Dans toute la suite, la transformée de Laplace sera définie exclusivement
pour des fonctions nulles pour t < 0. De telles fonctions seront dites
causales.

Notons toutefois que ce n'est pas toujours la variable temporelle qui nous
intéresse : si on étudie le mouvement d'une particule confinée dans le
demi-espace R, toute grandeur relative a cette particule sera une fonction
de I'abscisse x, nulle pour tout x < 0.

Néanmoins on notera toujours par t la variable dont dépendront les
fonctions étudiées.
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Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a; +-00[ et a
valeurs réelles ou complexes.

R
Silim / f(t)dt existe dans R ou C, on dit que l'intégrale

R—4o00

—+00
/ f(t)dt converge, ce que I'on note
a

[ e [

On dit également que f est intégrable.

“+oo
L'intégrale est dite absolument convergente si |f(t)|dt converge. On
a
dit également que f est absolument intégrable.
Théoreme
Si l'intégrale est absolument convergente, alors elle est convergente. J
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Quelques propriétés

Théoréme

+o0
Soit f a valeurs positives. L'intégrale / f(t)dt converge si, et
a
seulement si, il existe un nombre M tel que / f(t)dt < M quel que soit
a

+o0
R. Dans ce cas, / f(t)dt < M.
a

Théoréme de comparaison

Soient f et g deux fonctions a valeurs positives définies sur [a; +-o00 et
telles que f(t) < g(t) pour tout t > a.

“+o0 “+o0
e Si / f(t)dt = +oo, alors / g(t)dt =
+o0o

+00
e Si / g(t)dt converge, alors il en est de méme de / f(t)dt et
[ f(t)dt < [ g(t)dt.
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Définition de la transformée de Laplace

La transformation de Laplace est une transformation intégrale qui associe
une fonction d'une variable complexe a une fonction f, ce que I'on note
parfois

F = L(f) ou encore f 5 F.

Si f est une fonction & valeurs réelles ou complexes, d'une variable réelle t,
sa transformée de Laplace (si elle existe) est la fonction F définie par

+00
F(z) :/ f(t)e *tdt
0
ol z est une variable complexe.

La transformation de Laplace est |'opération £ qui permet de transformer f
en F.

11/53



Fonctions causales

On remarque immédiatement que F = L£(f) ne dépend que des valeurs de
f pour t > 0.

La transformée de Laplace concerne donc les phénomeénes transitoires :
avant une certaine date il n'y a rien, puis le phénoméne physique se produit.

En prenant cet instant comme origine des temps, on peut donc bien
entendu supposer que la fonction f est définie sur R tout entier et vaut 0
identiquement sur | — oo; 0[. On dit alors que f est une fonction causale.

Exemple

La fonction échelon unité de Heaviside U/ telle que Z/(t) = 0 pour tout
t <0etU(t)=1 pour tout t > 0.

Remarque

La fonction fUf: t — f(t)U(t) est causale quelle que soit la fonction f.
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Domaine de définition (1/6)
Donnons-nouerune fonction causale f et considérons
oo

L(F)(z) = /O F(t)edt.

La toute premiére question a régler est de savoir dans quelles circonstances
I'intégrale ci-dessus existe.

Définition
Une fonction f est dite a croissance au plus exponentielle quand il existe
des nombres réels M > 0,a > 0 et r tels que pour tout t > a,

IF()] < Me™.

(Autrement dit, au voisinage de +o0o, |f| ne croit pas plus vite que
I'exponentielle d'une fonction linéaire.)
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Domaine de définition (2/6)

Définition
Une fonction objet est une fonction f d'une variable réelle ¢ et a valeurs
réelles ou complexes telles que

@ f est causale,

@ f est continue par morceaux sur [0; +oo[ (nombre fini de points de
discontinuité sur tout intervalle de longueur finie, et limite a gauche,
sauf en 0, et a droite aux discontinuités),

© f est a croissance au plus exponentielle.
v
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Domaine de définition (3/6)

(Contre-)Exemples

o Les fonctions t — e'U(t), t — cos(wt)U(t), t — sin(wt)U(t) et
t — t"U(t), n € N, sont toutes des fonctions objets (rappelons qu'a
I'infini, la fonction exponentielle I'emporte sur n'importe quelle
fonction puissance positive).

o La fonction t — e"(t) n'est pas une fonction objet.

15/53



Domaine de définition (4/6)

Théoréme
Si f est une fonction objet (telle que |f(t)] < Me™ pour tout t > a),

alors sa transformée de Laplace est absolument convergente pour tout z tel
que R(z) > r.
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Domaine de définition (5/6)

Preuve

R

On doit montrer que / |f(t)e ?*|dt admet une limite finie quand
0

R — 400 dés que R(z) > r.

R a R
Ona/ |f(t)e_Zt|dt:/ |f(t)||e_2t]dt—|—/ |f(t)||e?|dt (pour R
0 a
suffisamment grand). Posons z = x + iy (x,y € R). Donc
R

le=t] = |e=xt||e=¥t| = e~ Puis/ \f(t)e_Zt]dt:/ F(£)]e " dt <

a a
R r—x
/ Me(r—x)tdt _ M[e( )t]R _ M (e(r—x)R . e(r—x)a).
R r—x-? r—x
(r—x)R

Or r — x < 0 implique que e = 0, ce qui montre que

lim
R—+o00

+o0o
/ |f(t)]e **dt converge quand x > r.
a
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Domaine de définition (6/6)

Preuve (suite et fin)

a a
Comme par ailleurs / |f(t)||e % |dt = / |f(t)|e **dt existe pour tout

0 0
x, puisque t — |f(t)|e " est continue — sauf éventuellement en un nombre
fini de points — et que I'intervalle sur lequel on intégre est compact (la
fonction est donc intégrable au sens de Riemann), il en résulte que

+oo a R
/ |f(t)e2fydt:/ IF(£)|edt + _lim / IF(£)]e " dt
0 0 a

R—+o00

converge pour tout R(z) = x > r. O

18/53



Abscisse de convergence

Supposons que f soit une fonction objet.

Alors d'aprés la preuve du théoréme précédent il existe des réels r pour
lesquels I'intégrale O+°° |f(t)|e~"dt converge vers une limite finie.

On note
+o0
a(f) =inf{r e R: / |f(t)|e”"dt converge vers une limite finie }
0

ol la borne inférieure est considérée dans la droite réelle achevée
R=RU{=+o0}, et a(f) s'appelle I'abscisse de convergence de f.

En particulier, a(f) = —oo si, et seulement si, pour tout r € R,
f0+°° |f(t)|e”"dt converge vers une limite finie.

On note que a(f) # +oo dés que f est une fonction objet.
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Remarque

Supposons que pour un réel r; on ait f0+°° |f(t)|e~"tdt = +00. Alors quel
que soit r» < rp, 0+°O |f(t)|e~"2'dt = +o0.

En effet, rn < r; équivaut 3 —r, > —r; de sorte que e~ "2t > e~ "t et donc
la divergence de 0+O° |f(t)|e~"tdt entraine celle de 0+OO |f(t)|e~"2tdt.

Il découle de cela que si pour un réel r on a [, |f(t)|e""dt = +oo, alors
nécessairement r > a(f).
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Soit f une fonction objet.

D'aprés ce qui précéde sa transformée de Laplace £(f) est définie sur
{zeC: R(z) > a(f) }.

Plus précisément, |'intégrale £(f)(z) est absolument convergente pour tout
z complexe tel que R(z) > a(f).
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Exemple

Considérons la fonction échelon unité I/ de Heaviside. C'est bien siir une
fonction objet.

Calculons son abscisse de convergence a(l{). Pour tout r > 0,

+oo et t—+00 1
/ e "dt = [—} = =. Il en résulte donc que a(i/) =0 (en
0 r

r
0
effet, I'intégrale précédente ne converge pas pour r = 0 par exemple).

Calculons maintenant sa transformée de Laplace :
~+o0 et t—+o00 1
LU)(z) = / e “dt = [] = — pour tout z tel que
0 p4 0 p4
R(z) > 0.
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Exemple (1/2)

Considérons la fonction f(t) = sin(t)U(t). C'est une fonction objet (elle
est causale, continue sur [0, 400[ et a croissance au plus exponentielle
puisque |f(t)] <1 < e' pour tout t > 0).

Evaluons son abscisse de convergence :
R R et R 1 1
/ IF(£)|e"dt < / et — [— ] “lasemy 1
0 0 r 0 r R—+o00 r
pour tout r > 0. On a donc a(f) < 0. Mais sin n'est pas absolument
intégrable donc a(f) = 0.
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Exemple (2/2)

Calculons sa transformée de Laplace :

R R
/ sin(t)e #dt = [— cos(t)e™ ] =R / cos(t)ze ' dt (par IPP avec
0 0

t=0
u=e"? et v/ =sin(t) de sorte que v = — cos(t))
R
= —cos(R)e R + 1 — [sin(t)ze **)I=k — / sin(t)z%e #dt (par IPP
0
avec v/ = cos(t) donc v = sin(t) et u = ze~?* donc v’ = —z%e~ %) pour
R(z) > 0.
Donc R
(1+ 22)/ sin(t)e #dt = 1 — cos(R)e *R —sin(R)ze R ——— 1.
0 R—4o00

Il 'en résulte que L(f)(z) = ———5 pour tout complexe z tel que #(z) > 0.
z

1+
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Continuité et limite

Théoreme (admis)
La transformée de Laplace d'une fonction objet f est continue sur

{zeC: R(z) > a(f) }.

De plus lim L(f)(z) = 0 (avec R(z) > a(f)).

|z| =400
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Linéarité

Proposition
Soient f et g deux fonctions objets, et soient «, 8 € C.

Alors af est une fonction objet d'abscisse de convergence a(af) = a(f) si
a#0et —ocosia=0. Deplus L(af) =aLl(f)sur {ze C:z> a(f)}
(afin que le membre de droite ait un sens).

De plus f + g est aussi une fonction objet d'abscisse de convergence
a(f +g)=max{a(f),a(g)}sif#—g, eta(f +g)=—ocosif=—g. De
plus L(f + g) = L(f) + L(g) sur {z € C: z > max{ a(f),a(g) } }.
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Preuve

Découle de la linéarité de I'intégrale. Ol
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Transformée de Laplace de la dérivée

Proposition (admise)
Soit f une fonction objet admettant une limite a droite en 0 notée £(07),
dérivable sur ]0; +oc| et telle que f'U soit aussi une fonction objet.

Alors

L(f')(z) = zL(f)(z) — (0T)

pour tout z tel que R(z) > max{ a(f), a(f’") }.
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Exemple

On a vu que L(f)(z) = z21—|—1 pour f(t) = sin(t)U(t) et z tel que
R(z) > 0.

Calculons £(f") : On a lim;_,o+ f(t) = sin(0) = 0 et '(t) = cos(t)U(t)
sur ]0; +o00[ qui est aussi une fonction objet.

On en déduit que L(f")(z) =

7241
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Transformée de Laplace des dérivées d'ordre supérieur

Proposition (admise)

Si f est n fois dérivable sur ]0; +ocl, f,f’,---, (") sont toutes des
fonctions objets et que les limites a droite £(01), f/(0%),--- , fF(»=1D(0T)
existent, alors

L(FM)(2) = 2"L(F)(z) — 2" HF(0F) = 2" 2F/(0F) — - - — I D(0T)

pour tout z tel que R(z) > max{ a(f),--- ’a(f(n)) ).
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Dérivation de la transformée de Laplace
Proposition (admise)
Soit f une fonction objet.

Alors Mp(f): t — t"f(t) est aussi une fonction objet pour tout n € N et
posséde la méme abscisse de convergence que f (c'est-a-dire
a(M,(f)) = a(f) pour tout n € N).

De plus £(f) est une fonction holomorphe (donc en particulier indéfiniment
dérivable) dans le demi-plan R(z) > a(f) et

L(Ma(F))(2) = (~1)"(L(F) ") (2).

Exemple
L(M(f))(z) = —L(f) (2) et L(M2(F))(z) = L(f)"(2).
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Transformée de Laplace d'une primitive

Proposition (admise)

Soit f une fonction objet.

t
La primitive F: t — / f(s)ds de f qui s'annule en 0 est une fonction
0

objet, et on a

L(F)(2) = ZL(N)(E)

pour tout z tel que R(z) > max{ 0, a(f) }.
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Amortissement (ou modulation)

Proposition
Soient f une fonction objet et « € C.

Alors la fonction g: t — f(t)e ! est aussi une fonction objet et on a

L(f)(z +a) = L(g)(2)
pour tout z € C tel que R(z) > a(f) — R(«).
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Preuve

+o0 +00 .
On a / g(t)e—ztdt - / f‘(t)e—ate—ztdt — / f(t)e—(z-i-a)tdt —
0

0 0
L(f)(z + «) pour z tel que R(z + ) > a(f).
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Exemples

@ Calculons la transformée de Laplace de g(t) = e~ *'U(t) pour tout
aeC.

D'aprés la proposition précédente, £(g)(z) = L(U)(z + ) =

pour tout z tel que R(z) > —R(«).
@ Calculons la transformée de Laplace de g(t) = t"e~*'U(t) pour tout
n e Nettout a € C.

Z4+«

t)
convergence 0 et que £ U))(z) = (=1)"(L(U))"(z) pour tout z

On sait que M,(U)(t) = t"U(t) est une fonction objet d'abscisse de
n(
(z) = S de sorte que

(M
tel que R(z) > 0. Or L(U)
|

(e = S

(—=1)"n! n!

Il en résulte finalement|que L(Mn(U))(z) = (-1)" s e g
donc L(g)(z) = MW pour tout z tel que R(z) > —R(a).
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Retard (ou translation)

Proposition
Soit f une fonction objet et 7 un réel positif.

Alors g: t +— f(t — 7) est également une fonction objet et on a

L(g)(z) = e TFL()(2)

pour tout z tel que R(z) > a(f).
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Preuve

+o0 400
On a / f(t—r1)e #dt = / f(s)e ?*T7)ds (par le changement de
0 —T
+00

variables s = t — 7, et donc ds = dt) = e‘”/ f(s)e *ds (car
0
f(s) = 0 pour tout s < 0) = e""?L(f)(z). O

Remarque

En général le résultat précédent est faux pour 7 < 0 sauf si t — f(t — 7)
est encore causale. |
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Exemple

Calculons £(g)(z) pour g(t) =U(t —T) et 7 > 0.

Puisque L(U)(z) = % $R(z) > 0, on en déduit immédiatement que

L(g)(z) = € pour tout z tel que R(z) > 0.
z
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Changement d’échelle (ou dilatation)

Proposition
Soit f une fonction objet et soit i un réel strictement positif.

Alors la fonction g: t — f(ut) est aussi une fonction objet et on a

£(g)(2) = ;c(f)( )

=[N

pour tout z tel que R(z) > pa(f).
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Preuve
+00 +00 400 .1

On a / g(t)e *tdt :/ f(ut)e *dt = / f(s)e *n Eds (par le
0 0 0

changement de variables s = ut et donc ds = pudt) = Eﬁ(f)(i) pour tout

complexe z tel que §R(£) > a(f). O
w

v
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Conjugaison

Proposition
Soit f une fonction objet.

Alors la fonction f: t — f(t) est également une fonction objet, et

L(F)(z) = L()(2)

pour tout z tel que R(z) > a(f).
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Preuve

£(F)(z) = /0 T et de ( /0 = e—ztf(t)dt> — 200G s
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Transformée de Laplace d'un produit de convolution
Définition
Soient f et g deux fonctions objets. On définit leur produit de convolution
f x g par

(F + g)(t / F(t — 5)g(s ds-/ft—s)g

(car f et g sont causales).

Proposition

Soient f et g deux fonctions objets.

Alors f x g est également une fonction objet, a(f * g) < max{ a(f), a(g) }
et
L(f + g)(2) = L(F)(2) L(g)(2)

pour tout z tel que R(z) > max{ a(f), a(g) }.
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L(f « g)(2)

(Esquisse de la) Preuve

+o0
= / (f  g)(t)e *dt
0

Jr
= / / f(t—s)g(s)ds e *'dt
0,70
= / / f(t —s)e *'dt ds
0

+o0 —z5
= /5 L(f)(z)ds

(par Ia proprlete du retard, s > 0)

= L(F)(2) L(g)(2)-
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Transformée de Laplace inverse

On admet que si deux fonctions possédent la méme transformée de
Laplace, alors elles sont égales sauf éventuellement aux points ol elles ne
sont pas continues (il n'y a donc au plus qu'un nombre fini de tels points).

Par contre deux fonctions continues admettant la méme transformée de
Laplace sont nécessairement égales.
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Nous disposons néanmoins du résultat suivant qui est admis (mais qui n'est
pas trés utile en pratique).

Théoréme (admis)
Soit g une fonction holomorphe dans le demi-plan {z € C: R(z) > a} et
qui satisfait I'inégalité
KefM§R(z)
zZ)| £ ——5.
£() < T
Alors il existe une unique fonction objet f avec a(f) = a, continue, et telle
que

pour R(z) > a(f).

Cette fonction est donnée par

1
f(t) = — etd
()= 5;; |, 2)"d:
ot Dy, est la droite verticale du plan complexe des points d'abscisse b pour
b > a (et on peut montrer que f ne dépend pas du choix de b pourvu que

b > a). 48 /53



Remarque

En pratique on n'utilise pas la définition intégrale de la transformée de
Laplace inverse donnée dans le théoréme précédent.

Il est plus utile, pour retrouver une fonction objet continue, a partir de sa
transformée de Laplace, de connaitre un certain nombre de transformées de
Laplace de base et d'utiliser la linéarité de la transformée de Laplace
inverse, c'est-a-dire que si on note £~ la transformation inverse, alors

L7 (af +8) = L) + L73(g).
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Exemple
1

. Déterminons la fonction objet

continue £71(g).

La décomposition en éléments simples nous donne
1 1 1 1 1

(z—-1)(z+2) 3(z—-1) 3(z+2)

. 1 .
On sait que — correspond a la transformée de Laplace de I/. On en déduit
z
1

(z-1)
(z—1k2) est celle de t — e~ 2tU(t)

donc (par la régle de modulation) que z — est celle de t — e'U(t)

pour tout z tel que R(z) > 1, et z —
(valable pour R(z) > —2).

Il en résulte par linéarité que la transformée de Laplace inverse de g est
1
égale a t — g(et — e 2OU(t).
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Formulaire des transformées de Laplace usuelles

Soient w € Ret o € C.

f(t) L(f)(z) ‘ Abscisse de convergence
1
U(t) - 0
z
n!
n
t"U(t), n €N e 0
1
e “fY(t), a €C i a —R(a)
. w
sin(wt)U(t),w € R -y 0
cos(wt)U(t),w € R . 0
w2 + 22
sinh(wt)U(t),w € R % |w|
22 —w
cosh(wtU(t), w € R = w|
z< — w:
w
e “tgin(wt)U(t), w ER, a € C [ —R
(@tu(t), w R, a T (@)
z+a
e  “t cos(wt)U(t), w ER, a € C _ —R(«
(wtU(®) s (@)
e sinh(wHU(t), w €R, a € C (p+a)+w2 | — R(a)
e cosh(wt)U(t), w ER, a €C | — 2% lw| — R(a)
(z +a)? —w?
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Propriétés de la transformation de Laplace

Soient f, g deux fonctions objets, et notons F(z) = L(f)(z),

G(2) = L(g)(2)-

Propriété

Fonction objet ‘ Transformée de Laplace

Linéarité

f(t) + ag(t), a« €C

F(z) + aG(2)

Translation f(t—7),7>0 e T*F(z)
Amortissement e Ytf(t), a € C F(z+ a)
Changement d'échelle f(put), p >0 7F(£)
b p
Conjugaison f(t) F(z)
Dérivation (de la fonction objet) f'(t) zF(z) — f(0™)
Dérivation (de la transformée de Laplace) tf(t) —F'(2)
t 1
Intégration f(s)ds —F(z)
Jo z
Produit de convolution (f = g)(t) F(2)G(z2)
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