EAT - Outils Mathématiques Année 2015-2016
Chapitre 5 - Travaux Dirigés (Corrigés)

Intégrales multiples

Exercice 1

Considérons le sous-ensemble D de R? constitué des points (z,y) tels que 1 < zy < 4 et
v <y < 3w soit D={(r,y) e R*:0<zy 1<azy<4 1<Y%<3}), comme illustre
dans la figure suivante.
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L’objectif est ici d’évaluer I'intégrale double / / (2% + y*)dady.
D
1. Considérons le changement de variables u = xy, v = £. Quelle est I'image R de D
par ce changement de variable ?
2. Evaluer le jacobien de ce changement de variables.
3. Calculer I'intégrale double a I’aide du changement de variables.

Solution 1
1. Bien str R = [1,4] x [1,3].
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2. On observe que = = u2v"2 et y = u2v2. Soit alors ¢(u, v) = (z,y) = (u2v"2, u?v3).
¢1(u,v) P2 (u,v)

On a donc
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On a det J, = %vil # 0.
3. Il résulte des questions précédentes que

[fpa?+y?)dedy = [[( (Eﬁ v2)2 4 (uzv?)?) o dudo

= ffR% ~2 + u)dudv
= 301 fl uv’2+u)dv) du
- : fl 1+ w]tZ3du (1)
= du
JQu
= %[7]
= 10.



Exercice 2
1. Calculer la longueur du cercle unité (en utilisant une intégrale curviligne).

2. Calculer [i. fdl quand f(z,y) = /22 +4y? et I' = {(z,y) € R*: 2y = 2, =z €
[0,1] }
3. Calculer [, f-dl quand f(z,y) = (2%,0) et I' = { (z,y) € R*: y = coshz, z € [0,1] }.

Solution 2
1. On écrit I' = {~(t): ¢t € [0,27] } pour une paramétrisation y(t) = (cost,sint). Donc
v'(t) = (—sint,cost) et ||[7/(t)| = 1. La longueur de I' est donnée par [.dl =
f027r dt = 2.
2

t
—), t € [0,1]. Alors,

2. Une paramétrisation de la courbe est donnée par y(t) = (¢, 5

comme 7' (t) = (1,%), on trouve

| =
W

1 t2 1 1
/fdé:/ 12 + 4(—)2 \/1+t2dt:/ t(1+t)dt = = +
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3. Dans ce cas on peut prendre y(t) = (¢, cosht) de sorte que 7/(t) = (1,sinht). On a
donc

/Ff dl = /01(t2,0) - (1,sinh t)dt = %

Exercice 3
Calculer frif ~dl quand f(z,y) = (vy,y> —z) et Ty = {(t,4): 0 <t < 1}, Ty =
{(t,e):0<t<1}etTy={(Vt,t}): 1<t <2}

Solution 3
1. Dans ce cas comme v, (t) = (¢,t), 71(t) = (1,1) et donc on trouve immédiatement

A — b 2 . B 1 - 1
/Flf de_/o(t,t t) (1,1)dt—/0(2t it = .

2. On choisit y5(t) = (¢, €') donc v4(t) = (1,€") et ainsi

1 1
f-dl= / (te', e —t) - (1,e") = / eMdt = %(63 —1).
0
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3. Dans ce dernier cas on écrit v3(t) = (v/t,t?) et donc 74(t) = (2—\/2_5, 2t). Puis,
1
fo £t = [HEVEE = VD (20
1
= f12(§t2 + 215 — 2t4/1)dt )
689 _ 16, /9
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Exercice 4
Soient U = { (z,y) € R*: 22 +y*> < 1} et f(z,y) = (y? x). Vérifier le théoréme de Green.



* or dy -
1 — 2y. En effectuant le changement de variables x = r cosf, y = rsin #, on obtient par le
théoréme de Fubini,

// (%_%>dd _// (1 — 2rsin@)rdrdd = 7.
v \0x Oy

Calculons maintenant [, f - df. On pose v(f) = (cosf,sinf), et on a alors

Solution 4
Calculons tout d’abord l'intégrale double / / <8f2 8f1) an o

Jou f-dl = OQﬂ(sin 0,cos6) - (—sind,cos)df
= 027TCOS 6 do — f%sm 6 do

(sin® est impaire et 27-périodique, donc fo% sin® 6 df = 0)
L jon
= 3 02 (cos26 +1)do

[sin 20 + £]2~
= .

(3)

1
(Rappelons que cos’r = é(cos 2z + 1) puisque cos’x + sin’z = 1 et cos’x — sin’x =

cos 2x.)

Exercice 5
Vérifier le théoréme de Green pour U = { (z,y) € R*: 22 +y? < 1} et f(z,y) = (xy,y?).

Solution 5
Calculons tout d’abord I'intégrale double // % — % dxdy. On a % — % =—
ox oy or 0Oy

On passe ensuite en coordonnées polaires x = rcost, y = rsint et le jacobien de la
transformation est égal a r. On a alors

//U (% — %—S) drdy = /01 /0%(—7“ cost)rdrdt = 0.

Calculons ensuite [, f - d¢ que 'on obtient, si OU est paramétré par v(t) = (cost,sint),
par

Jou f-dl = fo%(costsint, sin®t) - (—sint, cost)dt
fo%(— costsin®t + costsin®t)dt (4)

Exercice 6
Calculer l'aire de ¥ = { (z,y,2) € R®: 22 +y> + 22 = R?* }.

Solution 6 9o o
On définit o (6, ) = (R cosfsin ¢, sin fsin ¢, cos ) et K =]0, 27[x]0, 7[. On a %/\% =
— R%sin ¢(cos @ sin o, sin @ sin ¢, cos ¢) et donc Hgg A g—UH = R?sinp. L’aire est alors

donnée par

2 T s
// ds = / / R?sin pdbdy = 27TR2/ sin pdp = A7 R,
M 0 0 0
Exercice 7

Calculer [[; fdsou f(x,y,z) =2 +y°+22 et B ={(z,y,2) e R®: 2 +y* =1, 0< 2 <

11,



Solution 7

On définit o (6, z) = (cos 8, sin 6, z) et U =0, 27[x]0, 1[. On trouve g—g/\g—a = (cos#,sinb,0),
z
ce qui donne H—U A a—UH = 1. Le résultat souhaité est donc
00 0z
[fs fds = fol 02Tr(cos2 0 + sin® 0 + 22)d0dz
= 27 fol(l +22)dz (5)

= 4.



