EAT - Outils Mathématiques Année 2015-2016
Chapitre 4 - Travaux Dirigés (Corrigés)

Résidus et applications

Quelques notions a savoir avant la correction

1. Soit f une fonction holomorphe en zy. Alors son développement de Taylor coincide avec son

développement de Laurent en zg. Donc Res(f,z9) = 0.

Soient U un ouvert, zo € U, f: U — C une fonction qui est holomorphe dans U \ {2 }. Soit
g: U — C une fonction holomorphe. Supposons que f(z) = g(z) pour tout z € U \ {2 }. Alors
zo est une fausse singularité de f (et donc Res(f,zp) = 0). En effet, g, holomorphe, admet un
développement en série de Taylor, en tout z € U, donc notamment en 2 : g(2) = >, < an(2—20)".
Ce développement correspond donc au développement en série de Laurent de f en zp (par unicité),
qui ne comporte pas de partie principale. Ce cas s’applique par exemple a la fonction f(z) =

(2 — 20)*

(- —20)Q0)
Soit f(z) =

ou 0 < e <det @ est un polyndéme ne s’annulant pas en zg.
P(z)

(2 — 20)"Q(2)

é est holomorphe en zy, donc admet un développement de Taylor en zg, de sorte que f(z) =

P(z)

Q(20)

avec P, deux polynoémes ne s’annulant pas en zp. En particulier

1 n ap

W Enzo an(z — Zo) = m + Zn21 an(z _ Zo)n_d et ag =

un poéle d’ordre d.

Exercice 1
Il s’agit de trouver la série de Laurent de f en précisant la nature de la singularité, le
résidu et le rayon de convergence.

1.
2.

sinz en 2y = /4.
sin 2
>3

en zg = 0.

. sin% en zo = 0.

Solution 1

1.

La fonction sin est holomorphe en 7/4. Son développement en série de Laurent se
confond donc avec son développement de Taylor en 7/4. (Remarquons d’emblée que
la série -, =D
=0 (2n 4 1)!
cette série converge vers sin(z—7%).) Il en résulte que Res(f,7/4) = 0 et que sin(z) =
S0 o Lsin®™(mw/4)(z—m/4)™. Or on a sin’(z) = cos(2) et cos'(z) = — sin(z). Comme
sin(7/4) = sin (7r/4) \/_/2 et que sin”(7/4) = sin”(7/4) = —v/2/2, il en résulte

T\2"+1 0 L. . T .
(z -7) n’est pas la série de Taylor de sin en 7 puisque

que sin(z) = — Zn "0 (z T/4)", avec auy = Qupi1 = —Qupio = —Ouypys = 1. La
série de Taylor converge vers f (z) pour tout z € C. Une autre fagon de procéder :

sin(z) = sin(z—5+7%) = sm(z——) cos(§)+cos(z—5)sin(f) = ﬁ(sin(z—ﬂ)—i-cos(z—
(71)277,—0—1( 2n+1 (Z,,)Qn

1) = \/75 (ano @n+1)! 4 + Zn>0 T) f Zn>0 ="




sinz (—=1)"
= 2nm (2n+1)! @n+Dl°

2n—2 _

_1)
2. Onsait quesinz =) > ﬁ
( 1)” ( l)n—i-l

ZTT o) AR oIk
Res(f, 0) = 0. La série converge pour tout z # 0.

2?7*1 de sorte que

22" Donc 0 est un pole double, et

3. On développe siny en série de Taylor et on pose y = ﬁ pour obtenir

N N G Ve (D1
smy—;0 (2n+1>!y = sin(1/z) = nZ:O @n 1)1 2T

On trouve alors que 0 est une singularité essentielle et Res(f,0) = 1. La convergence
a lieu pour tout z # 0.

224 22+1
4. f(z) = BT
Par conséquent Res(f,0) = 0. Le développement de Taylor en zy = —1 est donc
trivialement z + 1. La convergence a lieu sur C tout entier.

1 -1
5. f(z) = A=) = 1) est le développement de Laurent de f en 2y = 1. Il en

résulte que zy est un pole triple, et Res(f,1) = 0. La convergence a lieu pour peu
que z # 1.

= (2 4+ 1)%/(z + 1), donc zy = —1 est une fausse singularité.

Exercice 2
Calculer I'intégrale

I(a) = /2“ dt
~Jo a?—2acos(t)+1

ou a est un parameétre réel qui ne prend pas les valeurs £1.

Solution 2
Le cas ot @ = 0 est immédiat :

2T
1(0) = / dt = 2r.
0

1

a? —2x+1
nateur de R n’a pas de zéro sur le cercle unité (en effet, R(cost,sint) = 0 si, et seulement

si, cost = % Or |cost| =1= “22“, soit a*> = 1 < a = %1, ce qui exclu par hypothése).
La méthode vue en cours conduit a I’expression

1 dz
I(a) :/WE((IQ—Q(Z—{_l/Z)_‘_l)

ou y(t) = e, t € [0,2n]. On a (pour z # 0) a®> —a(z+1/2) +1 = (a — 2)(a — 1/2) =
1/z(a — z)(az — 1) de sorte que

Il y a deux poles simples z = a et z = 1/a (rappelons que par hypothése a # =+1),
mais aussi la singularité z = 0. Celle-ci est une fausse singularité (puisque f(z) =

( )z 0 et le membre de droite est holomorphe en 0) donc Res(f,0) = 0. 11
z—a)laz —

Supposons donc a # 0. Considérons R(z,y) = . On remarque que le dénomi-




y a deux cas & considérer : soit |a| > 1, soit |a| < 1. Supposons tout d’abord que
la] > 1. On a donc I(a) = 2irRes(f,1/a). Or Res(f,1/a) = Q’(i/a) = 1_2(12 ol
Q(z) = (z —a)(az — 1) (en effet, Q(z) = az? — (a* + 1)z + a donc Q'(z) = 2az et il
sensuit que Q'(2) = 2—-a> -1 =1—-a?et Q'(a) = 2¢> —a®> —1 = a® — 1). Ainsi

) 2 2
I(a) = 2z'7r1 _Z 5= i T Pour |a| < 1, on trouve de fagon similaire : I(a) = . —WaQ
(on remarque que ce résultat reste vrai si a = 0).

Exercice 3 +oo 42

Calculer I'intégrale / 16—+x4dx’

—00

Solution 3
On a z* + 16 = (2? — 44)(2® + 44). Donc z* + 16 n’admet pas de racines réelles. Comme
par ailleurs deg(16 + z*) = 4 = deg(x?) + 2, on peut appliquer la méthode vue en cours

+o0 2
et affirmer que / T iz = 2i7rZRes(F, a) ou F(z) = 22/(16 + 2*) et E est

o0 16 + :E4 acE
I’ensemble des poles de F' dans le demi-plan supérieur.

Les poles sont les zéros de 16 + z%. On a 2* = —16 = (2w)* ol w est une racine
quatriéme de —1 (i.e., w? = —1), soit w = '*+V7/4 pour k = 0,1,2,3. (Rappelons que
pour n > 1, et 2 = ppe’® # 0, on a 2" = 2 si, et seulement si, 7" = ry et nf = O, + k2,
k € Z, ol on a posé z = re?, de sorte que r est I'unique racine n-éme réelle positive de ry
et @ = 0y/n+ k27 /n, k € Z ou encore modulo 27, § = 0y/n + k2w /n, k=0,--- ,n—1.)

On a donc comme poles z; = 2e™/% 2, = 2eB™/4 23 = 2eP™/* et 2, = 2e7/4. Ce
sont donc des poles simples et seuls 27, zo appartiennent au demi-plan supérieur. Donc

+oo 2 ' 22 1 o
——dx = 2in(Res(F, z;) + Res(F, ). Enfin, Res(F,z) = —% = — = Le7/
_ z

o 16+2° 423 4z, 8
1 , oo g2 1 , A 1 2
et RGS(F, 22) = E = %€*3z7r/4’ et /Oo 163_;;_ x4dl» = Z@‘ﬂ-(e—m/ll_l_e—Sm/ﬁl) — Z”T(\/T_(l_
2
i—1—1i)) = % (En effet, si zg est un pole simple de F' = g, alors Res(F, zy) = 5/((2)) =
é = ﬁ) (Et rappelons aussi que e = cos z+isinz, cos(—%) = \/75 et sin(—%) = —¥%2.)
0

Exercice 4 0o '
Calculer 'intégrale / f(x)e™*dx en fonction de w € R, ou f(z) = 1/(2* + 1).

Solution 4
Bien str z — f(z) n’admet pas de podle sur 'axe des réels. Elle a un pole simple i dans
le demi-plan supérieur et un poéle simple —¢ dans le demi-plan inférieur. Par ailleurs on a

f = —=avecdeg @) = 2 > deg P +2. Il en résulte, d’apres ce que I’on a vu en cours, que pour
© =0

w >0, lim, o [ f(2)e™dr = 2imRes(f(z)e™?,i) = me. (En effet, Res(f(z)e™* i) =

¢~.) Pour w < 0, on a lim, f_tr f(x)e™*dr = —2imRes(f(z)e™? —i) = me*. Pour

P

w=0,onaf=— avec degQ) = 2 > deg P42, f n’a pas de pole réel, de sorte que
© =0

lim, o " f(x)de = 2irRes(f(z),i) = 7. Il en résulte que / f(x)e™dr = me .

Exercice 5 /+oo 3

Calculer l'intégrale I = % €.

3



Solution 5 P(2) 3
On introduit la fonction rationnelle f(z) = 002) RS TN Le dénominateur admet
i et —i comme racines. La division par 22 + 1 méne a 2% + 522 +4 = (22 +1)(22 +4). Elle

n’a donc pas de pole réel, et deg ) = 1 + deg P. Par raison de parité on a

7 1/+°° r3sinx
= — —_—AaX
2 ) _ axt+5x2+4

o0

(le membre de droite est en fait la partie imaginaire de la valeur principale lim, ;o [ _+: f(x)e™dx)
qui n’est autre que la partie imaginaire de

1 [ x3ei®
J == —dx.
2/_Oox4—|—5m2+4 v

On peut appliquer la méthode vue en cours de sorte que J = im(Res(f(z)e,1) +
A 23e? 23et* 2 1
es(f(z)e”,20)) = in( {423 + 1021 i * {423 + 102} Z:%) W(BGQ 66) e
2 1
Cx — .
I(J) 7T(3€2 66)'



