EAT - Outils Mathématiques Année 2015-2016
Chapitre 3 - Travaux Dirigés (Corrigés)

Intégrales curvilignes et primitives

Exercice 1

Soient f(z) = 22, et 71,72 respectivement le demi-cercle supérieur de rayon 1 centré en
I'origine et v, le cercle de rayon 1 centré en l'origine, tous deux parcourus dans le sens
trigonométrique. Calculer [ f(2)dz, i = 1,2. En déduire [ f(2)dz ot 73 est le demi-
cercle inférieur de rayon 1 centré en l'origine parcouru dans le sens direct.

Solution 1
y1: [0, 7] = C avec v1(6) = €. Donc v'(6) = ie. 11 en résulte que

s ) 3w 1 2
dz=i | Sdp="" - = _=
/%f(z)z z/oe 3 3 3

La fonction f: z — 2% est holomorphe sur C tout entier, et y admet une primitive F(z) =

1
523, donc pour tout circuit v (et en particulier pour 7s), fv f(2)dz = 0. On a enfin
2

0= fw f(z)dz = fw% f(z)dz = fw f(z)dz + f% f(z)dz donc f% f(2)dz = 3

Exercice 2
Soit v un cercle parcouru une fois dans le sens trigonométrique. Discuter en fonction du

cercle la valeur de I'intégrale
2
/ cos(2z) "
4 2
Solution 2

On observe que f(z) = cos(2z)/z n’est pas défini en z = 0 (on parle de singularité; cf.
chap. IV) et est holomorphe dans C*. On va distinguer plusieurs cas.
— Si 0 est & 'intérieur du disque fermé D dont v est le bord 0D, alors on applique la
seconde formule de Cauchy a g(z) = cos(2z) et on trouve

1 2
1:g(0)——/COS 2.
.

2 z—0

2
/COS Zdz:2i7r.
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— Si 0 n’appartient pas a D, alors f(z) = cos(2z)/z est holomorphe dans 'intérieur
de D. On a donc (par la premiére formule de Cauchy)

et par conséquent

/f(z)dz = f(z)dz=0.
o' oD

— Si 0 € 9D, alors l'intégrale n’est pas bien définie.

Exercice 3
Soit v =2+ ¢€", t € [0,27]. Calculer

€Z+2
—dz.
L (= 2p



Solution 3
Soient f(z) = e**? 2z =2 et n = 2. D’apreés la formule de Cauchy on a

e 2 2,
\/ymdz = B —E€ _Z7T6
Exercice 4

Soit v = 7/2+ €", t € [0, 27]. Calculer
2?sin 2
—dz.
/Az — /22"
Solution 4

On applique la formule de Cauchy a f(z) = 2z?sinz, 2z = 7/2 et n = 1 (noter que
f'(2) = 2zsinz + 2% cos z). On trouve donc que

22 sin z 227?
ST dr = f'(7/2) = 2in®.
/7 (z —m/2)?

Exercice 5

Calculer
1. f7(22 + 1)dz, ou v parcourt une fois le segment [1,1+ 4] de 1 vers 1 + i.
2. f7 R(2?)dz, on y parcourt une fois le cercle unité.

3. f7 R(2?)dz, on  parcourt le segment horizontal de i a 7 + 1 une fois.

Solution 5
1. Par indépendance a la paramétrisation, on peut choisir v(¢) = 1+ it, t € [0,1]. On
trouve donc

1 1 .
/@I+DMﬁi/(Wﬁdf+lMﬁ:i/(—f+2ﬁ+2ﬂh:%—d.
¥ 0 0

Une autre solution : F(z) = % + 2 est une primitive de f(z) = 2% + 1. Donc
[, f(2)dz = F(1+4) - F(1) = % — 1.

2. On parameétre le cercle avec v(t) = €, ¢t € [0,27]. On trouve alors f R(2?)dz =
fo% R(e*)iedt = ifOZW cos 2t(cos t+i sin t)dt. Calculons tout d’abord fo cos 2t cos tdt :

fo% cos2tcost dt = fo% 2cos’ t dt — fo% cos(t)dt
(puisque cos 2t = cos®*t — 1)

2 con :
= = f02 (cos 3t + 3cost)dt — [sin t]3"
4 ——

=0
3 cos 3t + 3cost (1)
— 1 )

(par linéarisation : cos

1 s
= 5([% sin 3¢]3™ + 3f02 cost dt)
= 0.



Calculons ensuite fo% cos2tsint dt :
Jicos2tsint dt = [Tsint dt —2 [ sin’t dt
(puisque cos 2t = 1 — 2sin*¢)
2 o, :
= [~cost]s™ 4+~ f02 (sin 3t — 3sint)dt
g P
=0 (2)

. L : —sin 3t + 3sint
(par linéarisation : sin® t =

1 )

1
= 5([—% cos(3t)]3™ + 3[— cos tJ3")
= 0.
I en résulte que fw R(2?)dz = 0.
3. On paramétre le segment par y(t) = ¢t + i, t € [0,1]. Donc R(y(¢)?) = t* — 1 et
1
0

() = 1done [ R(z)dz = [;(2 — D)dt =[5 — 1]} = —2/3.

Exercice 6
Déterminer la valeur des intégrales :

322 +2 i 1
1. / <t 2t sin(z + >dz ot 7y parcourt une fois dans le sens direct le cercle |z —2| =
g

(= -2
1.

2. / —C dzet ~ parcourt une fois dans le sens direct le cercle |z| = 1.
, 2(z+2)

Solution 6
1. Soient f(z) = 322 + 2z +sin(z + 1), z = 2 et n = 1. On trouve que f'(z) =

62 4+ 2 + cos(z + 1). La formule intégrale de Cauchy donne donc

/ 322+ 2z +sin(z + 1)
N (z —2)2

dz = 2im f'(2) = 2im(14 + cos 3).

2. On va considérer dans ce cas la fonction f(z) = e*/(z + 2) qui est holomorphe dans

le C\ {—2} et 0 appartient au disque ouvert centré en 0 et de rayon 1. On a ainsi

e® 1
—C dr = 2inf(0) = 2ir~ = ir.
[YZ(Z—I—Q) z = 2im f(0) ing =im
Une autre solution : la décomposition en éléments simples nous donne ﬁ =
z(z
_(e__ ¢ ). On doit donc calculer = | P J © 4z La fonction ——— est
2z 242 277 2 297z 42 z+4+2

holomorphe dans le disque unité, donc la seconde intégrale vaut 0 (par la premiére

formule de Cauchy). Calculons donc f7 e—dz. Il suffit d’appliquer la seconde formule
z
de Cauchy (car z = 0 est dans le cercle unité), laquelle nous donne fw “dr =
z

? 1
2ime’ = 2im. 1l en résulte que [ — 4z = 2 =
T z(z+2) 2

Exercice 7
Calculer

2

/7 (2 — 1)622(22 I

dans les cas suivants



1. ~ parcourt une fois dans le sens direct le cercle de centre 1 et de rayon 1.

2. 7 parcourt une fois dans le sens direct le cercle de centre 2¢ et de rayon 1.

Solution 7
1. Soit f(z) = e /(2% +4). Cette fonction est holomorphe dans I'intérieur du disque
centré en 1 et de rayon 1, et 1 appartient a ce disque. La formule de Cauchy donne

donc ,

ze” (22 + 4) — 22¢%
f(z) = & ((z;_—|—>4) =

et ainsi f’(1) = 8¢/25. On a par conséquent

On trouve

/ e d 16em
z=1 .
. (z—1)%2(22+4) 25

22

e
(z —1)%(z + 29)
du disque et 2i appartient & 'intérieur du disque (c’est son centre). Par la formule
de Cauchy on obtient

2. On considére dans ce cas f(z) = qui est holomorphe dans l'intérieur

2

e - f(2) > — % F(2 :ﬁ
/7(2—1)2(z2+4)d2_/y(z—2@')d =2/ = 5Ty




